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Capítulo 1

Introdução

A Mecânica dos Sólidos é a parte da Mecânica dos Meios Contínuos que estuda a defor-
mação dos sólidos sob a ação de ações externas, tais como forças mecânicas, magnetismo,
eletricidade, calor, etc. A Mecânica dos Meios Contínuos (Mecânica do Contínuo para os
íntimos) por sua vez, é a parte da Mecânica que estuda os meios que podem ser represen-
tados pela hipótese que a microestrutura do material pode ser desprezada; desta maneira,
o corpo pode ser representado como um conjunto contínuo de partículas. Esta disciplina
engloba, entre outras, a Mecânica dos Sólidos e a Mecânica dos Fluidos, cuja diferenciação
se dá no modelo de comportamento do material, e não nas equações básicas.
A Mecânica dos Sólidos em si é demasiadamente ampla para ser estudada como um

todo. Convenciona-se dividí-la em algumas especialidades principais, que normalmente
são estudadas separadamente:

• Elasticidade
• Elasto-plasticidade
• Mecânica estrutural: vigas, placas, cascas
• Piezoeletricidade
• Viscoelasticidade-viscoplasticidade (fluidos-sólidos)
• Mecânica da Fratura (Micromecânica - meios descontínuos)

A importância da Mecânica dos Sólidos para o engenheiro é fundamental. Nenhum en-
genheiro pode considerar sua formação completa sem um sólido conhecimento desta área.
Os engenheiros de projeto mecânico, especialmente, devem manter-se permanentemente
atualizados, já que o uso intensivo da Mecânica dos Sólidos é uma realidade atualmente.
A popularização desta área consolidou-se especialmente com o advento de simulações
computacionais na década de 70 e principalmente com as facilidades de visualização que
tornou as simulações mais acessíveis nos anos 80 e 90.

7
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Historicamente, deve-se citar entre os trabalhos pioneiros de Mecânica dos Sólidos as
experiências de Galileu e da Vinci para obter a resistência de peças, embora sem uma teoria
adequada. Hooke propôs a linearidade entre tensões e deformações em 1678, o primeiro
modelo constitutivo. Mas a verdadeira base da mecânica dos sólidos foi estabelecida pelos
matemáticos e físicos do século 18 e 19; Euler, os Bernoulli, Lagrange, Germain, Navier,
Kirchhoff, Saint-Venant, e tantos outros. Há alguns livros que contam a história desta
ciência, tais como o de Timoshenko e o de Todhunter & Pearson.
A unificação da Mecânica dos Sólidos e Fluidos na Mecânica dos Meios Contínuos é

assunto mais recente, do último meio século, quando começou-se a estudar a elasticidade
finita mais a fundo. Compêndios como o Manual da Física (por Truesdell) popularizaram
esta bela abordagem, e mostraram a utilidade de se ensinar desta maneira. Na engenharia,
esta tendência é bastante recente (últimos 15 anos).
Por que está havendo esta revolução nos currículos das engenharias? Qual a razão para

que a antiga Resistência dos Materiais de Timoshenko ou de Nash não é mais adequada?
A resposta é simples: não adianta mais colocar a ênfase na solução de problemas

quando todo engenheiro hoje tem a disposição programas de computadores capazes de
fazer qualquer exercício do velhos livros do Timoshenko parecer básico. O maior prob-
lema hoje é conhecer a teoria o suficiente para entender as hipóteses simplificativas de
cada modelo e as limitações de sua aplicação. Sabendo a teoria, por exemplo, pode-nos
fazer evitar erros (bastante comuns anteriormente) de se escolher uma teoria estrutural
(viga, por exemplo) onde a teoria não se aplica. O que é particularmente problemático é
que a automação dos procedimentos de solução através de computadores cria uma falsa
segurança para os engenheiros menos preparados, levando-os a ignorar o fenômeno físico
e viver uma realidade virtual.
A proliferação de programas de cálculo de estruturas por métodos numéricos está

permitindo aos engenheiros reduzir o custo das estruturas, utilizando cada vez menos
recursos. Obviamente, isto põe uma pressão tremenda sobre os ombros do projetista, pois
falhas de fabricação ou de cálculo quase certamente causarão o colapso de componentes
estruturais, não mais protegidos por uma grossa camada de “coeficientes de segurança”.
Estamos agora em uma era de transição, em que as normas estão se adaptando aos

novos tempos e que o engenheiro estará colocando sua assinatura com margens de erro
cada vez menores. O sólido conhecimento da teoria será cada vez mais nossa maior
garantia.

1.1 Referências principais

Há muitas publicações de nível introdutório de Mecânica dos Sólidos, até mesmo em nossa
língua, tais como:

• Popov: Introdução à Mecânica dos Sólidos, Blücher, 1978.
• Timoshenko e Gere: Mecânica dos Sólidos, LTC, 1983.



1.2. PRÉ REQUISITOS 9

• Beer e Johnston: Resistência dos Materiais, McGraw-Hill, 1982.
• etc...

Já em nível avançado, não há muitos livros em Português; o leitor deve se referir a
literatura em língua estrangeira, tais como

• Boresi, A.P., R.J. Schmidt e O.M. Sidebottom: Advanced Mechanics of the Mate-
rials, Wiley, 1993.

• Boresi, A.P. e K. Chong: Elasticity in Engineering Mechanics, Elsevier, 1987.
• Atkin, R.J. e N. Fox: An Introduction to the Theory of Elasticity, Longman, 1980.
• Dym, C.L. e I.H. Shames: Energy and Finite Element Methods in Structural Me-
chanics, McGraw-Hill, 1996.

• Spencer, A.J.R.: Continuum Mechanics, Longman, 1980.

• Malvern, L.: Introduction to the Mechanics of a Continuum Medium, Prentice-Hall,
1969.

• Lai, W.M., D. Rubin e E. Krempl: Introduction to Continuum Mechanics, Perga-
mon, 1993.

• Fung, Y. C.: A First Course in Continuum Mechanics, Prentice-Hall, 1977

• Taborda Garcia, L. F. e S. F. Villaça: Introdução à Elasticidade Não-Linear, COPPE/
UFRJ, 1995.

1.2 Pré requisitos

Este curso requer conhecimento prévio dos seguintes tópicos:

• Álgebra Linear básica: vetores, matrizes, espaços vetoriais, autovalores e autove-
tores.

• Geometria Analítica básica: sistemas de coordenadas, transformação de coorde-
nadas, vetores, cossenos diretores, planos no espaço.

• Cálculo: derivadas ordinárias e parciais, equações diferenciais ordinárias e parciais,
transformação de coordenadas

• Mecânica: cinemática e dinâmica de sistemas de partículas: leis de Newton; trabalho
e energia.
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• Mecânica dos Sólidos básica: tração, compressão, torção, flexão, barras, vigas, flam-
bagem, tensões, deformações.

O apêndice contém uma breve revisão de alguns assuntos, mas esta revisão só é útil
para aqueles que possuírem uma base sólida; é sumamente importante que o aluno tenha
firmeza nestes tópicos básicos.

1.3 Hipótese do meio contínuo

Na discussão do comportamento macroscópico dos materiais, nós desprezaremos a in-
fluência da microestrutura. Nós consideraremos os materiais como sendo continuamente
distribuídos sobre uma determinada região do espaço. Em qualquer instante do tempo, ca-
da ponto desta região está sendo ocupada por uma partícula do material. Estas hipóteses
qualificam a mecânica dos sólidos como parte da mecânica dos meios contínuos. Obvia-
mente, problemas microscópicos envolvendo a microestrutura do material não podem ser
abordados diretamente por esta formulação. Por outro lado, é impossível se estudar o
comportamento macroscópico de uma estrutura se formos considerar o comportamento
de cada cristal de um metal.
Há muitas justificativas para a hipótese do meio contínuo. Muitos pesquisadores

chegaram às equações da mecânica dos meios contínuos a partir de hipóteses sobre o arran-
jo cristalino dos átomos, enquanto outros a encontram através da Mecânica Estatística,
ou mesmo de elaboradas expansões assintóticas das equações das forças interatômicas.
Mas a maior justificativa é o fato de dar bons resultados, e estar sendo utilizada com
sucesso por muito tempo.
A maior vantagem de se considerar um meio contínuo está na possibilidade de se

utilizar as ferramentas mais poderosas da matemática. Em um meio contínuo, é possível
se utilizar a definição de limite, e com isto, o cálculo diferencial pode ser definido.

1.4 Notação

Introduz-se nesta seção a notação indicial. Esta notação tem como principal objetivo
apresentar de forma compacta as principais equações da Mecânica do Contínuo. Esta
compacidade, no entanto, se consegue a custa da clareza das expressões, o que requer
atenção redobrada do leitor.
Este texto utiliza apenas as coordenadas cartesianas. Se por acaso se fizer necessário

outro sistema de cordenadas, haverá uma menção explícita no texto.
Tentar-se-á neste texto manter uma notação consistente de escalares preferencialmente

em letras gregas minúsculas normais, vetores em letras latinas minúsculas em negrito,
matrizes em latinas ou gregas maiúsculas em negrito. Mas há excessões...
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1.4.1 Notação Indicial

Utiliza-se neste texto uma notação mista tensorial - indicial. Como elementos da notação
vetorial, os vetores serão representados por letras latinas minúsculas em negrito (v), os
tensores com letras latinas maiúsculas em negrito (T), os escalares por letras gregas e
as componentes por letras latinas. Na notação indicial para as componentes (notação
de Einstein) considera-se que os índices com letras latinas representam as três direções
cartesianas. Em alguns casos esta regra é ignorada, mas com uma referência específica ao
fato. Convenciona-se que há uma soma implícita nos índices repetidos. Desta forma,

Aij

é apenas um dos nove possíveis termos de uma matriz 3 por 3, A11, A12, A13, A21, A22,
A23, A31, A32, A33. A expressão abaixo é um dos 27 possíveis produtos

Aijvk

mas a soma implícita de índices repetidos faz com que a expressão

Aijvj

seja um dos três termos possíveis

Aijvj =
3X
j=1

Aijvj = Ai1v1 +Ai2v2 +Ai3v3

ou seja

Aijvj =

 A11v1 +A12v2 +A13v3A21v1 +A22v2 +A23v3
A31v1 +A32v2 +A33v3

 .
O índice repetido no qual se realiza a soma é chamado de índice mudo e pode ser

trocado por outra letra.

Aijvj = Aikvk = Ailvl.

O produto interno pode ser representado como

v · u

ou

viui =
3X
i=1

viui = v1u1 + v2u2 + v3u3
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Dois símbolos importantes na notação indicial são o delta de Kronecker

δij =

½
0 se i 6 =j
1 se i = j

e o símbolo de permutação

²ijk =

 0 se ijk tiver elementos repetidos
1 se ijk for uma permutação cíclica

−1 se ijk for uma permutação anticíclica
onde as permutações cíclicas são 123, 231, e 312 e as anticíclicas são 132, 213, e 321.
Como exemplo de aplicação destes símbolos, pode-se imaginar que a matriz identidade

I se escreve diretamente como δij, isto é, uma matriz na qual as componentes na diagonal
(i = j) valem 1 e as componentes restantes são nulas. O símbolo de permutação é útil
para definir o produto externo

u× v =²ijkuivjek
onde ei são os versores dos eixos coordenados.
Na convenção da notação indicial, um termo com soma implícita não pode conter mais

de dois índices repetidos; termos como GijkFjj estão incorretos (para esta notação).

1.4.2 Exercícios

• Expanda as expressões abaixo da notação indicial para a somatória completa, forma
matricial e para a notação vetorial - tensorial (quando possível). Os índices mudos
vão de 1 a 3.

— Fórmula de Cauchy

Tijnj = ti

— Quadrado de matrizes (escolha 4 termos)

F 2ij = FikFkj

— Lei de Hooke generalizada (escolha 4 termos)

σij = Cijklεkl

— Elasticidade linear isotrópica (escolha 4 termos)

σij = [λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk)] εkl
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— Primeiro invariante de deformação, traço de C

I1 = tr (C) = Cii

— Segundo invariante de deformação

I2 =
1

2
(CiiCjj − CijCji)

— Terceiro invariante de deformação

I3 = det (A) = ²IJKA1IA2JA3K

— Matriz Jacobiana de uma transformação

∂xi
∂Xj

• Escreva em notação indicial:

— Substituição de índices: dados p = pmem e q = qmem , escreva

p · q
p× q
∇ · p
∇× q
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Capítulo 2

Deformações

Nesta seção discutiremos como a posição de cada partícula pode ser especificada em
cada momento, e definiremos medidas da mudança de forma e tamanho de elementos
infinitesimais deste corpo. Estas medidas são chamadas de deformação, e são essenciais
para a dedução das equações da elasticidade.

2.1 Descrição do movimento. Coordenadas materiais
e espaciais

Discute-se neste capítulo a mecânica de um corpo constituído de vários materiais difer-
entes. Corpo é idealizado como um conjunto de partículas de tal modo que em qualquer
instante t, cada partícula do conjunto ocupa um ponto de uma região fechada Ct em um
espaço euclidiano tridimensional, e que reciprocamente, cada ponto desta região seja ocu-
pado por somente uma partícula. Define-se Ct como a configuração do corpo no tempo
t.
Para descrever o movimento do corpo em qualquer instante, ou seja, para especificar

a posição de cada partícula, necessita-se de uma maneira conveniente de identificá-las.
Seleciona-se uma determinada configuração C como a configuração de referência. O con-
junto de coordenadas (X1,X2,X3), o vetor posição X de um ponto de C determina unica-
mente a partícula de um corpo e pode ser usado para identificá-la em qualquer instante.
Referir-se-á a uma partícula X como sendo a partícula que ocupava a posição X na con-
figuração C. Normalmente o mais conveniente é tomar a configuração de referência C0, a
configuração no instante inicial do fenômeno.
O movimento do corpo pode ser descrito então como sendo a posição x da partícula

X no instante t, através de uma equação

x = χ (X, t) . (2.1)

Para aplicações em Estática, normalmente se requer apenas a posição inicial e final.
O mapeamento da configuração inicial para a final é chamado de deformação do corpo.

15
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Figura 2.1:

É claro que o movimento qualquer do corpo pode ser encarado como uma seqüência de
deformações no tempo, através de formulações incrementais.
A relação entre as coordenadas iniciais e finais pode ser vista como uma mapeamento

de coordenadas que se estuda em cálculo. Desta forma, pode-se utilizar-se de conceitos
vindo do cálculo, tais como a matriz jacobiana e seu determinante, o Jacobiano. A
hipótese do contínuo requer que o Jacobiano da transformação

J = det (∂χi/∂XJ) i, J = 1, 2, 3 (2.2)

exista em qualquer ponto de qualquer configuração, e que

J > 0 , (2.3)

pois fisicamente representa a relação entre os elementos de volume; em uma deformação
fisicamente possível esta relação não pode ser nula. Aqui se adota a convenção que os
índices maiúsculos se referem a configuração inicial e os minúsculos à configuração final.
A interpretação física desta condição é que o material que ocupa uma região finita do

corpo não pode ser comprimido em um ponto ou expandido infinitamente. A condição de
jacobiano positivo implica que a transformação 2.1 tem uma inversa única,

X = χ−1 (x, t) . (2.4)

Desta maneira, em um determinado instante t, a posição de uma partícula X pode ser
dada por seu vetor posição x (X, t). Por esta razão, as coordenadasX são chamadas de co-
ordenadas materiais (ou Lagrangianas). Por outro lado, podemos inverter o ponto de vista
analisando uma determinada posição no espaço x e verificando quais as partículas X (x, t)
passam por este ponto em um determinado momento. Reciprocamente, as coordenadas x
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são chamadas de coordenadas espaciais. As descrições da Mecânica do Contínuo que uti-
lizam como variáveis independentes as coordenadas materiais são chamadas de descrições
materiais (ou Lagrangianas), e as descrições que utilizam como variáveis independentes
as coordenadas espaciais são chamadas de formulações espaciais (ou Eulerianas).
Na Mecânica dos Sólidos se utiliza normalmente a descrição Lagrangiana, a não ser

em alguns problemas de grandes deformações como simulação de forjamento.

2.1.1 Exemplos de campos de deformação

• Seja um corpo originalmente ocupando a região {[0, l1]× [0, l2]× [0, l3]} em R3 que
sofra uma deformação de tal forma que a nova posição x de um ponto do corpo seja
descrito por

x1 = kX1

x2 = X2

x3 = X3

Este caso corresponde a uma extensão na direção X1. Uma translação sem defor-
mação em x1 seria descrita como

x1 = k +X1

x2 = X2

x3 = X3

• Seja um movimento de um corpo dado por

x1 = X1 + V t

x2 = X2

x3 = X3

O movimento é uma translação sem deformação como velocidade constante V na
direção de X1.

• Seja um movimento descrito como

x1 = X1 + αtX2
2

x2 = (1 + βt)X2

x3 = X3

A velocidade de cada partícula é dada por

v (X)=
∂x (X)

∂t
=

 αX2
2

βX2
0


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e a aceleração é dada por

a =
∂v (X)

∂t
= 0

Este resultado por diferenciação direta só é possível na descrição lagrangiana. Se a
descrição fosse Euleriana, teríamos que inverter as coordenadas

X1 = x1 − α t x22
(1− βt)2

X2 =
x2

1 + βt
X3 = x3

e o campo de velocidade seria

v (x) =
∂X (x)

∂t
=


αx22

(1−βt)2
βx2
1+βt

0


e a aceleração não pode ser calculada diretamente por diferenciação, mas sim através
da derivada material.

2.2 Medidas de deformação

Há muitas maneiras de se medir as deformações em um corpo. A medida mais natural
é o vetor deslocamento de cada ponto; mais esta medida é deficiente, uma vez que o
deslocamento pode ser resultante de uma deformação em outro ponto do corpo. A medida
mais simples é o tensor gradiente de deformações, definido por

FiJ =
∂xi
∂XJ

que é diretamente a matriz jacobiana da transformação de coordenadas. Apesar de sua
simplicidade, esta medida é pouco utilizada no entanto, devido ao fato da matriz não
ser simétrica e pelo fato de não ser invariante com movimentos de corpo rígido, isto é, o
tensor muda quando o corpo gira sem se deformar.
Note que neste capítulo toma-se o cuidado de se denotar índices relativos à configuração

de referência como maiúsculos e à configuração atual como minúsculos. Este cuidado não
será mantido em todo o texto, e é raro em outros textos.
Outras medidas de deformação são simétricas e invariantes em relação aos movimentos

de corpo rígido, como os tensores de Cauchy-Green. O tensor de deformação de Cauchy-
Green à direita é definido por

C = FTF
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ou

CIJ = FkIFkJ =
∂xk
∂XI

∂xk
∂XJ

e representa uma medida lagrangiana de deformação, enquanto o tensor de Cauchy-Green
à esquerda,

B = FFT

é utilizado para descrições Eulerianas. Os tensores de Cauchy-Green são unitários (matriz
identidade) se não houver deformação.
Em engenharia, prefere-se utilizar o tensor de deformação de Green, que se anula

quando não há deformações. A definição é deste tensor é

E =
1

2
(C− I)

ou

EIJ =
1

2
(CIJ − δIJ) =

1

2

µ
∂xk
∂XI

∂xk
∂XJ

− δIJ

¶
.

Este tensor é normalmente definido em termos do vetor deslocamento u, isto é, a diferença
entre as posições inicial e final do corpo.

u = x−X

EIJ =
1

2

·
∂ (uk +Xk)

∂XI

∂ (uk +Xk)

∂XJ
− δIJ

¸

EIJ =
1

2

·µ
∂uk
∂XI

+ δkI

¶µ
∂uk
∂XJ

+ δkJ

¶
− δIJ

¸

EIJ =
1

2

µ
∂uI
∂XJ

+
∂uJ
∂XI

+
∂uk
∂XI

∂uk
∂XJ

+ δkIδkJ − δIJ

¶

EIJ =
1

2

µ
∂uI
∂XJ

+
∂uJ
∂XI

+
∂uk
∂XI

∂uk
∂XJ

¶
O equivalente Euleriano do tensor de Green é o tensor de Almansi, definido por

γ =
1

2

¡
I−B−1¢ .
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Como exemplo, pode-se calcular as medidas de deformação para um caso: seja a
posição final dada por

x1 = X1

x2 = X2 − αX3

x3 = X3 + αX2

onde α > 0 é uma constante. Os tensores de deformação são

F =

 1 0 0
0 1 −α
0 α 1



C = FTF =

 1 0 0
0 1 + α2 0
0 0 1 + α2



E =
1

2
(C− I) = 1

2

 0 0 0
0 α2 0
0 0 α2


2.2.1 Deformações infinitesimais

Analisa-se agora a simplificação de deformações infinitesimais. Supõe-se que os desloca-
mentos sejam bastante pequenos. Definindo um ² como um número bem pequeno, pode-se
dizer que

u = O (²)
e por consequência os tensores de deformação apresentarão as seguintes características:

FiJ =
∂xi
∂XJ

=
∂ui
∂XJ

+ δiJ

CIJ = FIkFkJ =
∂ui
∂XJ

+
∂uj
∂XI

+
∂uk
∂XI

∂uk
∂XJ

+ δkIδkJ

CIJ =
∂ui
∂XJ

+
∂uj
∂XI

+ δIJ +O
¡
²2
¢

e

EIJ =
1

2

µ
∂ui
∂XJ

+
∂uj
∂XI

¶
+O ¡²2¢
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Desprezando-se os termos de alta ordem, define-se o tensor de deformações infinitesimais
ε como

εIJ =
1

2

µ
∂ui
∂XJ

+
∂uj
∂XI

¶
=
1

2
(FiJ + FjI)− δij

Esta é a definição de deformação mais comumente usada na engenharia. No entanto,
deve-se fazer a ressalva que esta medida é inadequada para problemas com grandes deslo-
camentos. Por exemplo, é impossível se prever fenômemos não lineares como a flambagem
e outras instabilidades geométricas.
Uma vez que os deslocamentos são infinitesimais, há pouca diferença entre tomar as

derivadas em relação às coordenadas iniciais ou finais, e a distinção entre os dois sistemas
não é levada a sério. Em textos de elasticidade e mecânica dos sólidos muitas vezes não
se faz a distinção, o que acarreta problemas sérios na hora de abordar problemas não
lineares.

2.2.2 Taxas de deformação

A medida da taxa de deformação é essencial para fenômenos dinâmicos, especialmente se
o material apresentar alguma propriedade que seja dependente da velocidade. Seja um
campo de deformação descrito por um vetor posição x (X, t), e consequentemente, um
campo de velocidades v (X, t). Determina-se agora o tensor gradiente de velocidade como

L = ∇v
Lij =

∂vi
∂xj

=
∂vi
∂XK

∂XK
∂xj

=

Este tensor pode ser decomposto em duas partes, uma simétrica e outra anti-simétrica,

L = D+W

onde

D =
1

2

¡
L+ Lt

¢
W =

1

2

¡
L− Lt¢

ou

Dij =
1

2
(Lij + Lji)

Wij =
1

2
(Lij − Lji)

O tensor D é conhecido como o tensor taxa de deformação. O tensorW é conhecido
como o tensor de rotação (“spin”), ou ainda como tensor de vorticidade; este vetor só
descreve uma rotação de corpo rígido.
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Seja um movimento descrito como

x1 = X1 + αtX2
2

x2 = (1 + βt)X2

x3 = X3

O gradiente de deformações é dado por

F =

 1 2αtX2 0
0 (1 + βt) 0
0 0 1


e o tensor de Cauchy-Green por

C =

 1 2αtX2 0
0 (1 + βt) 0
0 0 1

T  1 2αtX2 0
0 (1 + βt) 0
0 0 1



C =

 1 2αtX2 0
2αtX2 4α2t2X2

2 + 1 + 2βt+ β2t2 0
0 0 1


O tensor de deformações de Green é dado por

E =
1

2

 1 2αtX2 0
2αtX2 4α2t2X2

2 + 1 + 2βt+ β2t2 0
0 0 1

− I


E =

 0 αtX2 0
αtX2 2α2t2X2

2 + βt+ 1
2
β2t2 0

0 0 0


A velocidade de cada partícula é dada por

v (X)=
∂x (X)

∂t
=

 αX2
2

βX2
0


em coordenadas Lagrangianas; mas é mais conveniente neste caso utilizar uma formulação
Euleriana. Consequentemente, manipula-se as expressões de deslocamento para se obter

X1 = x1 − αt

µ
x2

1 + βt

¶2
X2 =

x2
1 + βt

X3 = x3
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e

v (x)=
∂x

∂t
=

 α
³

x2
1+βt

´2
βx2
1+βt

0


e o gradiente de velocidades por

L =

 0
2αx2
(1+βt)2

0

0 βx2
1+βt

0

0 0 0


e o tensor taxa de deformação é dado por

D =
1

2

¡
L+ LT

¢
=
1

2


 0

2αx2
(1+βt)2

0

0 βx2
1+βt

0

0 0 0

+
 0 0 0
2α x2

(1+βt)2
β x2
1+βt

0

0 0 0




D =

 0 α x2
(1+βt)2

0

α x2
(1+βt)2

β x2
1+βt

0

0 0 0


enquanto o tensor de “spin” é dado por

W =
1

2

¡
L− LT¢ =

 0 α x2
(1+βt)2

0

−α x2
(1+βt)2

0 0

0 0 0


2.3 Exercícios

• Dados os campos de deslocamentos abaixo, calcule: a) os vários tensores de defor-
mação e taxa de deformação, b) a variação de volume, c) descreva com um esboço
e em palavras a deformação e d) comente sobre a validade de usar deformações
infinitesimais. Considere o domínio na configuração inicial como um cubo unitário.
Use ambas as formulações Lagrangiana e Euleriana.

— Dilatação

xi = αXi

— Rotação

x1 = X1

x2 = X2 cosα−X3 sinα
x3 = X2 sinα+X3 cosα
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— Extensão simples

x1 = αX1

x2 = βX2

x3 = βX3

— Cisalhamento simples

x1 = X1 + θX2

x2 = X2

x3 = X3

— Torção (considere o corpo inicialmente cilíndrico com eixo X3)

x1 = R cos (τX3 + α)

x2 = R sin (τX3 + α)

x3 = X3

onde R =
p
X2
1 +X

2
2 e α = arctan

³
X2
X1

´
.

— Estado plano de deformações:

x1 = χ1 (X1,X2)

x2 = χ2 (X1,X2)

x3 = X3

• Considerando o movimento

x1 = kX2
2 t
2 +X1

x2 = kX2t+X2

x3 = X3

obtenha a descrição espacial e material dos campos de velocidade e aceleração, e
rascunhe a forma no tempo de 2 segundos de um quadrado cujos vértices estavam
originalmente em (0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0) e (1, 0, 0). Determine também os tensores
taxa de deformação e “spin”.

• Mostre três exemplos de campos de deslocamento que representem deformações
isocóricas, provando que estas mantém o volume.



Capítulo 3

Tensões

O conceito de força é bastante familiar na dinâmica de partículas e corpos rígidos. As
diferenças principais da abordagem destes campos para a mecânica dos sólidos é que con-
sideramos a maioria das forças distribuídas sobre superfícies ou sobre volumes, e intro-
duzimos o conceito de forças internas a partir da interação entre regiões dentro de corpos
deformáveis. A natureza das forças dentro dos corpos consiste em complexas interações
entre forças interatômicas, mas a mecânica do contínuos faz a hipótese simplificadora de
que as forças em qualquer superfície do corpo podem ser representadas por um campo
vetorial definido sobre esta superfície. Outra simplificação consiste em representar forças
externas como a gravidade como outro campo vetorial sobre a região ocupada pelo corpo.
Seja Ω1 a região ocupada por uma parte de corpo em um determinado instante t e Γ1

a superfície fechada que a delimita. Definimos o vetor n como o vetor normal apontado
para o exterior da superfície Γ1 e postulamos a existência de um campo vetorial t (x,n)
sobre Γ1 um campo vetorial b (x) sobre Ω1 de tal modo que a força total seja descrita
como Z

Γ1

t (x,n) dΓ+

Z
Ω1

ρb (x) dΩ

e o momento ao redor da origem sejaZ
Γ1

x× t (x,n) dΓ+
Z
Ω1

ρx× b (x) dΩ

O vetor t (x,n) é chamado de vetor tração (ou força distribuída) e expressa uma força
sobre unidade de área. A dependência em x indica que t varia com a posição da superfície
no corpo. A dependência em n indica que este vetor varia conforme a orientação desta
superfície. Nas posições onde t está em uma superfície externa do corpo, ele é chamado
de tração (ou força distribuída) superficial.
O vetor b é chamado de vetor de força de corpo e representa a força distribuída por

unidade de volume.

25
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x2

x1

x3

n

A
A2

t2

t

Figura 3.1:

3.1 Tensor Tensão

A grandeza tensão é um conceito abstrato sem interpretação física direta; no entanto este
é um dos conceitos mais importantes da Mecânica dos Sólidos. A tensão em um ponto
basicamente expressa o vetor tração (força interna) neste ponto para qualquer superfície
que por ele passe, isto é para qualquer orientação Basicamente, é uma densidade de forças
por unidade de área; mas deve-se levar em conta tanto a orientação da força quanto da
superfície sobre a qual ela atua. A dependência destas duas orientações torna a grandeza
tensão um tensor de segunda ordem.

Seja um tetraedro com três faces paralelas aos eixos ortogonais e vértice em um ponto
qualquer do corpo. A quarta face tem área A e com a normal unitária n, e por geometria,
as faces normais aos eixos ortogonais têm áreas Ai = Ani. Esta parte do corpo está em
equilíbrio; logo as forças atuantes no tetraedro devem se anular. Estas forças são as forças
de corpo e as trações.

Quando tomamos o limite das forças no tetraedro quando o tamanho tende a zero,
é claro que as forças de corpo tendem também a zero. As trações no entanto não são
canceladas, já que são grandezas por área unitária. Dado que as normais são constituídas
pelos cossenos diretores, a força atuando em cada face paralela aos planos principais é

t (x, e1)n1

t (x, e2)n2

t (x, e3)n3

e o equilíbrio entre as trações de todas faces é escrito como

A t (x,n) = A (t (x, e1)n1 + t (x, e2)n2 + t (x, e3)n3)
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Define-se o tensor tensão de Cauchy como sendo as quantidades Tij 1 de tal forma que

ti (x,n) = Tijnj

Conhecendo-se os componentes da tensão e a normal de uma superfície em um ponto,
o vetor tração atuando em qualquer plano neste ponto pode ser calculado pela fórmula
acima.
A tensão é representada por um tensor de segunda ordem; basta notarmos que du-

rante uma transformação de coordenadas temos que transformar tanto a força quanto a
orientação da superfície. Definindo uma transformação de coordenadas por um tensor de
rotação Q,

t0= Qt e n0 = Qn (3.1)

e aplicando-no na definição da tensão

t = Tn (3.2)

QT t0 = TQTn0

t0 = QTQTn0 = T0n0

⇒ T0 = QTQT

conclui-se que T é realmente um tensor de segunda ordem.
Um ponto importante a ser notado é que a definição da tensão de Cauchy envolve as

coordenadas espaciais, isto é, a configuração deformada. A tensão de Cauchy é portanto
uma medida Euleriana. Há medidas de tensão considerando a configuração indeformada,
como os dois tensores de Piola-Kirchhoff, o tensor de Kirchhoff outros entes mais exóti-
cos. Considerando as deformações como infinitesimais, a diferença entre as configurações
deformada e indeformada é desprezível e a distinção entre as formulações Eulerianas e
Lagrangianas fica sem sentido.

3.2 Equações do Movimento

3.2.1 Princípio da conservação da quantidade de movimento

As leis de Newton aplicadas a um sistema de partículas pode ser generalizadas para um
contínuo; em particular as leis de conservação da quantidade de movimento. Podemos
dizer que a resultante das forças atuando em um sistema é igual a taxa de variação da
quantidade de movimento. Aplicando para o caso de um meio contínuo, a quantidade de
movimento é expressa como Z

Ω

ρv dΩ

1Tradicionalmente, utiliza-se a letra σ para tensões; mas neste texto existem muitas medidas diferentes
de tensão, e por isto evitou-se a simbologia tradicional.
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Escreve-se o princípio como

d

dt

Z
Ω

ρv dΩ =

Z
Γ

t (x,n) dΓ+

Z
Ω

ρb (x) dΩ

Há dois “truques” aqui neste ponto. O primeiro é a Derivada Material no tempo, e o
segundo é o teorema da divergência.

Esclarecendo em primeiro lugar a derivada material: seja uma grandeza ψ
definida sobre um meio contínuo. Se quisermos saber a taxa de variação desta
grandeza em um determinado ponto, podemos usar a derivada espacial:

∂ψ

∂t

mas se quisermos saber como a grandeza varia em uma partícula, então é
necessário se considerar o movimento desta partícula.

D

Dt
(ψ) =

∂ψ

∂t
+

∂χi
∂t

∂ψ

∂χi

O teorema de Gauss (ou da divergência) nos diz queZ
Γ

TjinjdΓ =

Z
Ω

∂Tji
∂xj

dΩ

Usamos o fato de estarmos acompanhando todas as partículas na integral para inter-
cambiarmos a integração com a derivação:Z

Ω

ρ
Dv

Dt
dΩ =

Z
Γ

t (x,n) dΓ+

Z
Ω

ρb (x) dΩ

Aplicamos agora a o teorema da divergência ao segundo termo.Z
Ω

ρ
Dv

Dt
dΩ =

Z
Γ

TjinjdΓ+

Z
Ω

ρb (x) dΩ

Z
Ω

ρ
Dvi
Dt

dΩ =

Z
Ω

∂Tji
∂xj

dΩ+

Z
Ω

ρ bidΩ

Assumindo que o integrando seja contínuo, podemos fazer

ρ
Dvi
Dt

=
∂Tji
∂xj

+ ρbi

ponto a ponto em Ω. Este conjunto de três equações são as equações de movimento de
um corpo. Estas equações são a base de toda a Mecânica do Contínuo; a maior parte
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das aplicações da Mecânica do Contínuo consiste em saber resolver estas equações. Todos
devem sabê-las, juntamente com as hipóteses utilizadas em sua dedução. Nunca é demais
repetir que esta equação é Euleriana, porque refere-se a forças e superfícies na configuração
deformada. Este fato vai causar uma confusão na hora de definir relações constitutivas
para casos de grandes deslocamentos...
Aplicando o mesmo raciocínio ao princípio da conservação da quantidade de movimen-

to angular, chega-se a conclusão de que o tensor de Cauchy é simétrico. Esta prova segue
as mesmas linhas da dedução acima e é um dos exercícios.
Exemplos: alguns estados simples de tensão

• Tensão e compressão uniaxial:
T11 (x1, x2, x3) = σ

Tij (x1, x2, x3) = 0 ij 6= 11
Fazendo-se uma rotação de π/4 em torno de x3:

T0 = QTQT

T0 =

 cos θ3 sin θ3 0
− sin θ3 cos θ3 0
0 0 1

 σ 0 0
0 0 0
0 0 0

 cos θ3 sin θ3 0
− sin θ3 cos θ3 0
0 0 1

T

T0 =


√
2
2

√
2
2

0

−
√
2
2

√
2
2

0
0 0 1

 σ 0 0
0 0 0
0 0 0


√
2
2

√
2
2

0

−
√
2
2

√
2
2

0
0 0 1

T

T0 =

 1
2
σ −1

2
σ 0

−1
2
σ 1

2
σ 0

0 0 0


• Cisalhamento puro

T =

 0 S 0
S 0 0
0 0 0


3.2.2 Exercícios

• Aplicando o mesmo raciocínio da dedução das equações de movimento ao princípio
da conservação da quantidade de movimento angular, prove que o tensor de Cauchy
é simétrico.
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• Um tensor de Cauchy em um certo ponto é dado pela matriz

T =

 1 1 0
1 −1 0
0 0 1


Calcule o vetor tração atuando em um elemento de superfície definido pela orien-
tação normal segundo o vetor (1, 1, 2) .

• Determine a forma analítica das trações para um estado uniaxial de tensões, para
um superfície definida por uma normal n.

• Mostre que o cisalhamento puro na direção 1 e 2 é equivalente a uma tração em um
eixo a π

4
superposta a uma compressão em um eixo a 3π

4
.

3.3 Tensões principais

Em cada ponto de um corpo, há certas superfícies com orientação n cujo vetor tração
atua exatamente na direção da normal. Escrevemos este fato como

t (x,n) = λn

ou

Tijnj = λnj

(Tij − λδij)nj = 0

Esta forma define um problema de autovalores de uma matriz. A única possibilidade fora
da solução trivial é

det (Tij − λδij) = 0

que pode ser resolvida para valores de λ que satisfaçam a igualdade acima. Os valores λ
são os autovalores da matriz, ou também chamados de tensões principais. Os valores de
n são as direções principais de tensão.
Exemplo: Ache as tensões e direções principais de tensão do seguinte tensor de tensão

de Cauchy:

T =

 3 1 1
1 0 2
1 2 0


det = −λ3 + 3λ2 + 6λ− 8
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Resolvendo

det (T−λI) = 0
consiste em achar as raízes λ, que são

λ1 = 1

λ2 = −2
λ3 = 4

Substituindo cada um dos λ na equação do autovetor, podemos achá-lo como

(T−λI)n = 0

 3− λ 1 1
1 0− λ 2
1 2 0− λ

 n1n2
n3

 = 0
resolvendo para λ1 para determinarmos a primeira normal n(1) ficamos com 2 1 1

1 −1 2
1 2 −1


 n

(1)
1

n
(1)
2

n
(1)
3

 = 0
que nos leva ao sistema 

2n
(1)
1 + n

(1)
2 + n

(1)
3 = 0

n
(1)
1 − n(1)2 + 2n

(1)
3 = 0

n
(1)
1 + 2n

(1)
2 − n(1)3 = 0

Este sistema é indeterminado, e adicionamos a restrição da normal ser unitária:
2n

(1)
1 + n

(1)
2 + n

(1)
3 = 0

n
(1)
1 − n(1)2 + 2n

(1)
3 = 0

n
(1)
1 + 2n

(1)
2 − n(1)3 = 0³

n
(1)
1

´2
+
³
n
(1)
2

´2
+
³
n
(1)
3

´2
= 1

como esta restrição pode ser imposta depois, resolveremos o sistema para um vetor auxiliar
v, e normalizamos depois. Por exemplo, se fazemos v1 = −1 e resolvemos o sistema das
duas primeiras equações, temos ½

v2 + v3 = −2
−v2 + 2v3 = −1
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v = [−1, 1, 1]t

Normalizando agora para satisfazer o comprimento unitário do vetor, dividimos todos
os resultados pela norma euclidiana:

kvk =
q
(−1)2 + 12 + 12 = √3

e calculamos finalmente a normal

n(1) =
v

kvk =
[1, 1, 1]t√

3
=

 1/√31/
√
3

1/
√
3


Repetimos agora a operação para os autovalores λ2 e λ3, e os autovetores são

n(2) =

 0

−1/√2
1/
√
2

 n(3) =

 2/√61/
√
6

1/
√
6


Interpretando os resultados, podemos dizer que nas direções ortogonais dadas pelas

normais
©
n(1),n(2),n(3)

ª
, as tensões são somente normais, com valores {1,−2, 4}, respec-

tivamente.
Os problemas de autovalor admitem como solução autoespaços (autovetortes associa-

dos a um único autovalor). Há várias situações possíveis:

• Todos os autovalores podem ser iguais. Neste caso, o estado é de pressão hidrostática
e em qualquer eixo as tensões são apenas normais. Qualquer direção é uma direção
principal de tensões. O sistema de equações fica indeterminado. Soluciona-se o
problema achando 3 vetores ortogonais, definindo um espaço.

• Dois autovalores podem ser iguais e um deles é distinto. Neste caso, uma direção está
tracionada (ou comprimida) e as outras duas sujeitas a uma pressão hidrostática.
Todas as direções no plano das duas direções de autovalores iguais são autovetores
(principais). Acha-se dois vetores ortogonais neste plano e se define um autoespaço.

• Todos autovalores são distintos. Neste caso há três tensões principais.

Felizmente, como as tensões são simétricas, os autovalores são sempre reais. Não
precisaremos interpretar autovalores complexos.

3.4 Tensões de Piola-Kirchhoff

As tensões de Piola-Kirchhoff consistem em medidas Lagrangianas de tensão, baseadas
na geometria inicial. O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff P é definido como o vetor
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tração t0 com a mesma direção de t atuando na área indeformada definida por A0 e n0.
Podemos definir um diferencial de força df e um diferencial de área dA e escrever

df = t dA = t0 dA0

e consequentemente,

t0 =
dA

dA0
t

Por sua vez, os tensores são definidos como

t = Tn

t0 = Pn0

de onde pode-se tirar que

Pn0 =
dA

dA0
Tn

Usa-se agora um resultado de livro sobre a relação entre as normais e os diferenciais de
áreas nas configurações de referência e final (que não vai ser provado), que

dAn = detF dA0
¡
F−1

¢T
n0

para se chegar a

P = detFT
¡
F−1

¢T
ou

T =
1

detF
PFT

O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff não é simétrico para a maioria dos casos. Devido
a dificuldade de se trabalhar com um tensor assimetrico, criou-se o Segundo Tensor de
Piola-Kirchhoff S no qual a força sofre uma transformação de direção assim como a área.
A definição do tensor é dada por

S = F−1P = detFF−1T
¡
F−1

¢T
ou

T =
1

detF
FSFT = FP

Normalmente define-se as relações constitutivas em função dos Tensores de Piola-
Kirchhof e das deformações de Green ou Cauchy-Green à direita. Mais raramente usa-se
as tensões de Cauchy com o tensor de Cauchy-Green à esquerda ou o tensor de Almansi.
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Exemplo: se a deformação é descrita como

x1 = 4X1

x2 = −X2
2

x3 = −X3
2

e o tensor de Cauchy é dado por

T =

 100 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
podemos calcular o gradiente de deformações

F =

 4 0 0
0 −1

2
0

0 0 −1
2

 F−1 =

 1
4

0 0
0 −2 0
0 0 −2

 detF = 1

e os tensores de Piola-Kirchhoff; o primeiro é

P = detFT
¡
F−1

¢T
=

 100 0 0
0 0 0
0 0 0

 1
4

0 0
0 −2 0
0 0 −2

 =
 25 0 0
0 0 0
0 0 0


e o segundo é

S = F−1P

=

 1
4

0 0
0 −2 0
0 0 −2

 25 0 0
0 0 0
0 0 0

 =
 25

4
0 0

0 0 0
0 0 0


3.4.1 Equações de equilíbrio na formulação lagrangiana

Substituindo o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff nas equações de equilíbrio, temos

ρ
Dvi
Dt

=
∂Tji
∂xj

+ ρbi

T =
1

detF
PFT Tij =

1

detF
Pik

dxj
dXk

ρ
Dvi
Dt

=
∂
³

1
detF

Pjk
dxi
dXk

´
∂xj

+ ρbi
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ρ
Dvi
Dt

=
1

detF

∂ (Pik)

∂xj

dxj
dXk

+ ρbi

detFρ
Dvi
Dt

=
∂ (Pik)

dXk
+ detFρbi

ρ0
Dvi
Dt

=
∂Pik
dXk

+ ρ0bi

No caso do Segundo tensor de Piola-Kirchhoff, as equações ficam

ρ0
Dvi
Dt

=
∂ (FimPmk)

dXk
+ ρ0bi

ρ0
Dvi
Dt

=
dxi
dXm

∂Smk
dXk

+ ρ0bi

3.5 Taxas de Tensão

Em muitos tipos de processos de deformação, a taxa com que as tensões ocorrem é um
dos parâmetros fundamentais. Há várias possibilidades de se definir uma taxa (variação
temporal) de tensões. A mais simples é taxa do tensor de Cauchy

Ṫ =
∂

∂t
T

não é uma boa medida porque não é objetiva (invariante com a troca de sistema de
coordenadas). Medidas mais adequadas foram desenvolvidas ao longo dos anos, e as mais
comuns são aqui apresentadas sem mais explicações, devendo o leitor buscar referências
mais apropriadas em trabalhos de reologia, plasticidade e viscoplasticidade. Os tensores
taxa de tensão mais conhecidos são:
Tensor taxa de tensão de Jaummann

5
T= Ṫ−ωT+Tω

e tensor taxa de deformação de Green-Naghdi

∗
T = Ṫ−wT+Tw

onde w é o tensor chamado de taxa de rotação, definido como

w = ṘR
T
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onde R é o tensor advindo da decomposição polar de F, o gradiente de deformações. Esta
decomposição é dada por

F = RU = VR

onde U e V são os tensores de “stretch” à direita e à esquerda respectivamente, definidos
por

U =
√
C e V =

√
B .

Há coisas novas demais para serem explicadas, cuja aplicação é muito específica para ser
tratada neste texto, e é deixada a cargo do leitor...

3.5.1 Exercícios

• Pesquise e descreva as hipóteses do estado plano de tensões.
• Ache as tensões e direções principais dos seguintes tensores tensão de Cauchy:

T =

 T11 T12 0
T21 T22 0
0 0 T33



T =

 T T12 0
T21 T 0
0 0 T33



T =

 10 1 2
1 5 0
2 0 8


• Dada a descrição do movimento, calcule as deformações de Green e infinitesimais
e transforme as tensões de Cauchy nas de Piola-Kirchhoff ou vice-versa; comente
também sobre as diferenças entre os dois tensores neste caso.

— grandes deformações

x1 =
1

2
X1

x2 =
1

2
X2

x3 = 4X3

T =

 0 0 0
0 0 0
0 0 100


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— Pequenas deformações

x1 = 0.999X1

x2 = 0.999X2

x3 = 1.001X3

S =

 0 0 0
0 0 0
0 0 100


— Com rotações

x1 =
3

4
X1 +

1

4
X1X2

x2 =
1

2
X2
2 +

1

8
X1

x3 =
5

4
X3

S =

 50 + 10X1 −20 + 5X1X2 0
−20 + 5X1X2 60X2 0
0 0 100


• Repita o exercício anterior considerando um sistema de coordenadas rotacionado de
30 graus em torno de X3.

• Considerando o campo de tensões acima, calcule o valor das forças de corpo e das
forças aplicadas para que um cubo unitário (indeformado) esteja em equilíbrio.
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Capítulo 4

Relações Constitutivas

4.1 Introdução

Os resultados apresentados até aqui valem para qualquer material que possa ser consider-
ado um corpo contínuo, mas são insuficientes para descrever o comportamento de material
algum. Para completar a especificação das propriedades mecânicas de um material, faz-se
necessárias equações adicionais, chamadas de relações constitutivas.
As relações constitutivas são particulares para cada material e servem para classificar

os diversos materiais da engenharia conforme seu comportamento mecânico. As equações
constitutivas mecânicas relacionam as tensões com alguma medida do movimento do cor-
po, normalmente a deformação ou a taxa de deformação. Há muitas outras categorias de
equações constitutivas, como as que relacionam tensões com deformações e temperaturas,
ou com campos elétricos ou magnéticos, que não serão discutidas presentemente.
Historicamente, as primeiras relações constitutivas (e ainda as mais usadas) foram

desenvolvidas para simplificar a análise dos fenômenos físicos através da introdução de
materiais ideais. Este é o caso da elasticidade linear, dos fluidos newtonianos incom-
pressíveis e invíscidos, dos sólidos perfeitamente plásticos, etc. Cada um destes modelos
tem sua faixa de aplicação e suas limitações devem ser sempre estudadas cuidadosamente.
As equações constitutivas mecânicas mais gerais são do tipo

T = f (u,v,t, T, ...)

onde há uma parcela mecânica (a dependência do deslocamento, velocidade e tempo) os
termos não mecânicos, expressando a dependência de variáveis tais como temperatura,
campos elétricos e magnéticos, e reações químicas. O caso mais comum na engenharia
mecânica é a dependência da temperatura, seja para o caso de expansão térmica, seja
para o caso de análise de componentes operando em temperaturas elevadas, as quais
normalmente reduzem os coeficientes elásticos dos materiais.
Como é óbvio perceber, normalmente é desejável que as equações constitutivas mostrem

independência em relação aos movimentos de corpo rígido. Desta forma, é preferível que
as equações sejam expressas em função de deformações ou taxa de deformação. Os es-
forços devem entrar nas equações através das tensões, para que se relacionem todas as

39
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direções possíveis. Adicionalmente, é absolutamente necessário que as relações constitu-
tivas sejam independentes do referencial, isto é, devem ser tensoriais. Não importa como
se mude o referencial, a relação constitutiva tem que expressar a mesma coisa no sis-
tema de coordenadas correspondente. Esta propriedade se chama objetividade da relação
constitutiva.

4.2 Comportamento microscópico dos materiais

O comportamento mecânico dos materiais depende de sua microestrutura, que por sua
vez depende de seu processamento. Embora o estudo destas características pertença ao
escopo da ciência dos materiais, cita-se neste texto alguns itens básicos que influenciam nas
propriedades mecânicas de um material. A maioria dos materiais utilizado na engenharia
possui uma microestrutura policristalina, cujas características principais estão listadas
abaixo.

• Os cristais são formados por arranjos periódicos uniformes de átomos ou moléculas
(o retículo cristalino) unidos por forças interatômicas e suas propriedades mecânicas
depende da resistência destas ligações e de seu arranjo espacial.

• Os arranjos cristalinos possuem muitos tipos de defeitos, tais como as discordâncias
do retículo cristalino, responsáveis pela degradação das propriedades em relação ao
seu potencial teórico. Normalmente a densidade de defeitos depende do tamanho
relativo do cristal em relação às dimensões características do retículo. Esta é uma
razão pelo qual peças pequenas ou com grãos de cristal pequenos são mais resistentes
que peças grandes.

• As áreas de interface entre os cristais são bastante desorganizadas e de resistência
sensivelmente inferior. Desta forma um material policristalino possui propriedades
mecânicas inferiores aos monocristais. Por exemplo, o ferro monocristalino tem re-
sistência teórica de ruptura em tração na ordem de 20GPa, e amostras de monocristal
construídas em laboratório resistem a 13GPa. O aço policristalino resiste tipica-
mente a 200 MPa e mesmo os melhores aços ligados não passam de 600MPa.

• Os monocristais possuem propriedades que variam de acordo com a orientação do
retículo cristalino. As propriedades dos materiais policristalinos depende da dis-
tribuição dos cristais; para uma distribuição uniformemente aleatória, os policristais
são normalmente isotrópicos.

Outros tipos de materiais são bastante usados na engenharia, tais como os polímeros,
constituídos de moléculas organizadas em grandes cadeias entrelaçadas entre si. Os
polímeros apresentam normalmente um comportamento viscoelástico, pelo qual o efeito
da deformação não se dá instantaneamente, mas sim ao longo de um certo tempo de
relaxação.
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Outra classe bastante importante de materiais são os materiais compostos. Em engen-
haria, chama-se de materiais compostos aqueles em que a mistura ocorre macroscopica-
mente. A categoria mais comumente utilizada de materiais compostos são os compostos
laminados e fibrosos.

4.3 Elasticidade

Na elasticidade postula-se que o trabalho das forças externas fique acumulada de alguma
forma (ao invés de dissipar-se), para que o corpo retorne a posição original após a retirada
da carga. Postula-se a existência da função densidade de energia de deformação W , que
deve satisfazer as seguintes propriedades:

• W é uma função somente dos componentes de deformação

• Se Ec é a energia cinética e Ed é a energia interna total de um certo corpo, então a
taxa de variação de Ec+Ed deve ser igual a taxa de aplicação de trabalho mecânico
sobre o corpo (Princípio da conservação da energia mecânica)

Através desta definição, pode-se dizer que energia elástica guardada em um corpo é
dada por

Ed =

Z
Ω0
WdΩ .

A forma da função densidade de energia de deformação W é a chave para toda a
elasticidade. Pode-se supor, por exemplo, que W seja uma função do gradiente de de-
formações F, mas este tensor não é invariante com movimentos de corpo rígido. Desta
forma, a melhor maneira de se expressar W é como uma função de um dos tensores de
Cauchy-Green, ou através do tensor de Green. Portanto,

W =W (C)

O trabalho, ou melhor, a potência das forças externas pode ser obtido fazendo-se o
produto interno da equação de movimento pela velocidade:

(∇ ·T+ b) · v =
µ
ρ
Dv

Dt

¶
· v

∇ · (T · v)−∇v : T+ b · v = ρ
Dv

Dt
· v

∇ · (T · v) + b · v = ρ
Dv

Dt
· v+D : T .
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Integrando no domínio e aplicando o teorema da divergênciaZ
Γ

t · v dΓ+
Z
Ω

b · v dΩ = d

dt

Z
Ω

1

2
ρv · v dΩ+

Z
Ω

D : T dΩ

obtem-se a equação acima, o balanço energético. O termoZ
Ω

D : T dΩ

é chamado de potência das tensões. Se o material é elástico e admitindo que toda a
potência das tensões é armazenada na forma de energia de deformação, pode-se então
escrever que

d

dt

Z
Ω

ρ

ρ0
W dΩ =

Z
Ω

D : T dΩ ,

ou através de argumento de continuidade e definindo W em função do estado original,

ρ

ρ0

DW

Dt
= T : D .

Manipulando a expressão acima (expandindo a derivada pela regra da cadeia), pode-se
chegar a

Sij =
∂W

∂Eij

e dizer que a energia elástica guardada em um corpo é dada por

Ed =

Z
Ω0
WdΩ =

1

2

Z
Ω0
SijEijdΩ .

A hipótese da existência da função energia de deformação caracteriza o que se chama de
Hiperelasticidade. É um conceito mais genérico que a elasticidade comumente encontrada
nos livros texto.

4.3.1 Elasticidade “Linear”

Aceitamos agora a seguinte forma quadrática para a função energia de deformação:

W =
1

2
EijCijklEkl

onde Cijkl é um tensor constante. O tensor é constante, embora os coeficientes variem
com a rotação do sistema de coordenadas,

C 0ijkl = QimQjnQkoQlpCmnop
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o que prova que é um tensor. Neste caso, as tensões são dadas por

Sij = CijklEkl

caracterizando uma dependência linear entre tensões (de Piola-Kirchhoff) e deformações.
Esta é a equação constitutiva geral para a análise de grandes deslocamentos em materiais
elásticos lineares. Não se pode relacionar diretamente o tensor euleriano de tensões de
Cauchy T com o tensor lagrangiano de deformações de Green E porque a relação não
satisfaz a condição de objetividade da relação constitutiva. Este é um erro muito comum,
infelizmente, presente inclusive em programas comerciais de elementos finitos. Há, no
entanto, a possibilidade de se exprimir objetivamente uma relação constitutiva isotrópica
relacionando o tensor tensão de Cauchy com o tensor euleriano de deformações de Almansi
ou com o tensor de Cauchy-Green à esquerda.
Uma vez que tanto as tensões como as deformações são simétricas, pode-se concluir

que muitos dos termos do tensor constitutivos são repetidos. Por exempo, a simetria das
tensões nos garante que

Cijkl = Cjikl

e a simetria das deformações nos permite escrever

Cijkl = Cijlk

Além disto,pela forma da energia de deformação ser quadrática, pode-se dizer que

Cijkl = Cklij

Desta forma, dos 81 termos de C, apenas 21 são independentes. Muitas vezes se
expressa a relação constitutiva de forma compacta, utilizando somente os índices não
repetidos na seguinte convenção:

S11
S22
S33
S13
S23
S12


=


C1111 C1122 C1133 C1113 C1123 C1112

C2222 C2233 C2213 C2223 C2212
C3333 C3313 C3323 C3312

C1313 C1323 C1312
simet. C2323 C2312

C1212





E11
E22
E33
2E13
2E23
2E12


4.3.2 Simetrias constitutivas

A classe mais importante de materiais elásticos são os materiais isotrópicos. Estes mate-
riais apresentam as mesmas propriedades em relação a qualquer orientação. Expressamos
esta independência como

C 0ijkl = QimQjnQkoQlpCmnop
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para qualquer matriz de rotação Q. Pode-se provar que os únicos tensores 3x3x3x3 que
satisfazem esta condição tem a forma

Cijkl = δijδklλ+ (δikδjl + δilδjk)µ ,

C =


λ+ 2µ λ λ 0 0 0

λ+ 2µ λ 0 0 0
λ+ 2µ 0 0 0

µ 0 0
simet. µ 0

µ


onde λ e µ são os coeficientes de Lamé. Portanto, ummaterial isotrópico apresenta apenas
duas constantes independentes, a escolher entre as várias opções, como E e ν, E e G, G
e κ, etc. Os materiais mais comuns em engenharia mecânica podem ser analisados como
isotrópicos, especialmente os metais policristalinos, cujo tamanho de grão é pequeno em
relação ao tamanho da peça.
Suponhamos que o material apresente algum tipo de simetria, seja cristalográfica,

ou através de uma microestrutura periódica ou estatisticamente periódica. Neste caso,
pode-se prever que o tensor constitutivo tem algum tipo de simetria. Como exemplos, se
o material apresentar um plano de simetria com normal em X3, pode-se afirmar que o
tensor constitutivo tem a forma de um material monoclínico,

C =


C1111 C1122 C1133 0 0 C1112

C2222 C2233 0 0 C2212
C3333 0 0 0

C1313 C1323 0
simet. C2323 0

C1212


e apresenta 13 coeficientes elásticos independentes.
Com dois ou tres planos de simetria, o material é ortotrópico e apresenta nove coefi-

cientes elásticos independentes

C =


C1111 C1122 C1133 0 0 0

C2222 C2233 0 0 0
C3333 0 0 0

C1313 0 0
simet. C2323 0

C1212

 .

Muitos materiais podem ser analisados considerando a ortotropia, como a madeira, resinas
reforçada com fibras, etc.
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Há dois casos particulares importantes dos materiais ortotrópicos. Se o material é
isotrópico em um plano, ele é chamado de transversamente isotrópico e apresenta 5 coe-
ficientes elasticos independentes:

C =


C1111 C1122 C1133 0 0 0

C1111 C1133 0 0 0
C3333 0 0 0

C1313 0 0
simet. C1313 0

1
2
(C1111 − C1212)

 ,

como no caso de materiais reforçados com fibras em uma só direção ou metais trabalhados
em uma direção.
Se o material apresentar simetria com relação aos planos bissectores dos coordenados,

o material apresenta simetria cúbica com três coeficientes independentes.

C =


C1111 C1122 C1122 0 0 0

C1111 C1122 0 0 0
C1111 0 0 0

C1212 0 0
simet. C1212 0

C1212

 .

O modo de determinação das propriedades é bastante complexo. Para o caso de
matais e materiais isotrópicos em pequenos deslocamentos, pode-se fazer ensaios uniax-
iais e utilizar a deformação lateral para obter-se os demais coeficientes. Para os demais
materiais, pode-se fazer vários ensaios em várias orientações do material para se obter
as propriedades, ou ainda utilizar métodos acústicos. Se for possível obter um mode-
lo de um volume representativo do material, pode-se utilizar métodos de estimação das
propriedades através de modelos matemáticos, como a homogeinização.
Para propriedades em grandes deformações, a metodologia de obter as propriedades

do material são bem mais complexas, envolvendo criar modelos de comportamento e
comprová-los através de exaustivos ensaios. Este é o caso dos modelos de plasticidade ou
de grandes deslocamentos em borrachas.

4.3.3 Elasticidade Linear infinitesimal

Se, adicionalmente, admitirmos que os deslocamentos serão infinitesimais, podemos fazer
as seguintes simplificações:

T ' S

E ' ε

e escrevermos a forma usual da Elasticidade infinitesimal linear (anisotrópica)

Tij = Cijklεkl
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que é a forma presente na maior parte das aplicações industriais anisotrópicas, como em
materiais compostos.

Se o material for isotrópico, a forma de C é dada pelas constantes de Lamé,

Cijkl = δijδklλ+ (δikδjl + δilδjk)µ ,

forma bastante usual entre os físicos. Em engenharia, prefere-se trabalhar com constantes
diferentes, como o módulo de Young, o coeficiente de Poisson, ou o coeficiente volumétrico.
As fórmulas para a conversão das constantes elásticas isotrópicas são bastante conhecidas,
mas repetiremos algumas aqui

E = µ
3λ+ 2µ

λ+ µ

ν =
λ

2 (λ+ µ)

G = µ

κ = 3λ+ 2µ

Se o material for ortotrópico, escreve-se normalmente os coeficientes em função da
inversa de C, a matriz de elasticidade.

C−1 =



1
E1

−ν12
E1
−ν13
E1

0 0 0

−ν21
E2

1
E2

−ν23
E2

0 0 0

−ν31
E3
−ν32
E3

1
E3

0 0 0

0 0 0 1
µ13

0 0

0 0 0 0 1
µ23

0

0 0 0 0 0 1
µ12


(4.1)
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onde se usa as seguintes constantes de engenharia:

E1 =
−C11C223 + C11C22C33 + 2C23C12C13 − C22C213 − C212C33

C22C33 − C223
(4.2)

E2 =
−C11C223 + C11C22C33 + 2C23C12C13 − C22C213 − C212C33

C11C33 − C213
E3 =

−C11C223 + C11C22C33 + 2C23C12C13 − C22C213 − C212C33
C11C22 − C212

ν13 =
C13C22 − C12C23
C22C33 − C223

= ν31
C1
C3

ν23 =
C11C23 − C12C13
C11C33 − C213

= ν32
C2
C3

ν12 =
C12C33 − C13C23
C22C33 − C223

= ν21
C1
C2

µ13 = 2C44

µ23 = 2C55

µ12 = 2C66

No caso de simetria cúbica, os módulos são iguais nas três direções. A diferença em
relação à isotropia é que o módulo de cisalhamento independe do módulo de Young e do
coeficiente de Poisson.
Os materiais ortotrópicos não mantem a forma da matriz invariante com as rotações;

na verdade, é possível que a matriz seja cheia se as direções principais do material não
estiver alinhada com os eixos. Por exemplo; dado a seguinte matriz constitutiva de um
material com simetria cúbica

C =


1 0.5 0.5 0 0 0
0.5 1 0.5 0 0 0
0.5 0.5 1 0 0 0
0 0 0 0.1 0 0
0 0 0 0 0.1 0
0 0 0 0 0 0.1


onde

C1122 + 2C1212 6 =C1111
a matriz constitutiva em uma direção de π/6 radianos em torno de X3 e X2 é dada por

Q =

 3
4
−
√
3
4
−1
2

1
2

√
3
2

0√
3
4

1
4

√
3
2


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e o tensor constitutivo vale nesta orientação

C 011 = .414C11 + .586C12 + 1.172C66

C 012 = .281C11 + .719C12− .563C66
C 013 = .305C11 + .695C12− .609C66
C 014 = .095C11− .095C12− .189C66
C 015 = .081C11− .081C12− .162C66
C 016 = .141C11− .141C12− .281C66
C 022 = .625C11 + .375C12 + .750C66

etc.

Como pode-se notar, a matriz apresenta nesta orientação os termos de acoplamento entre
as deformações normais e cisalhantes.

4.3.4 Dilatação térmica

O estudo da dilatação térmica de metais utiliza, para a maioria dos casos, a hipótese
de que as deformações térmicas são lineares na temperatura. Desta forma, escreve-se a
relação constitutiva para a chamada Termoelasticidade como

Tij = Cijkl (Ekl − αkl∆T )

onde α é o tensor de coeficientes de dilatação térmica. Em alguns casos, define-se um
tensor de tensões térmicas

βij = Cijklαkl

de modo que a relação constitutiva possa ser escrita como

Tij = CijklEkl − βkl∆T .

Para materiais isotrópicos, normalmente se considera que as dilatações térmicas são
também isotrópicas, isto é,

α = αI

e as relação constitutiva fica

Tij = (δijδklλ+ (δikδjl + δilδjk)µ) (Ekl − αδkl∆T )

Tij = δijλ (Ekk − α∆T ) + 2µ (Ekl − αδkl∆T ) .

Obviamente pode-se questionar a validade deste modelo para altas temperaturas.
Neste caso, deve-se considerar a variação das propriedades elásticas com a temperatura,
E (T ) e ν (T ), e se o material for permanecer muito tempo tensionada em alta temper-
atura, a fluência.
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4.3.5 Modelos constitutivos para borrachas

As borrachas são normalmente modeladas como materiais elásticos isotrópicos incom-
pressíveis. Uma vez que são materiais elásticos, considera-se que haja uma função energia
de deformação W que represente o acúmulo de energia mecânica no corpo. A forma geral
destas funções é

W = f (C) .

Uma vez que o material é isotrópico, as propriedades tem que ser as mesmas em
qualquer direção. Podemos escrever esta dependência como

W = f (C) = f
¡
QCQT

¢
para qualquer matriz de rotação. Esta independência em relação a rotações pode ser
expressa de outra forma. Todo tensor apresenta seus invariantes, que são grandezas que
não variam com rotações do sistema coordenado (como o nome sugere). Se expressarmos
W como uma função de C somente através dos invariantes de C, certamente estaremos
descrevendo um material isotrópico. Como um tensor de segunda ordem tem três invari-
antes, podemos escrever

W = f (I1, I2, I3) ,

onde os invariantes são expressos como

I1 = Cii = C11 + C22 + C33

I2 =
1

2
(CiiCjj − CijCji)

= C11C22 + C11C33 + C22C33 − (C12C21 + C13C31 + C23C32)

I3 = detC

= C11C22C33 + C12C23C31 + C13C21C32

−C11C23C32 − C12C21C33 − C13C22C31 .

Exemplo: Provar que a relação constitutiva linear isotrópica satisfaz a forma acima.

W =
1

2
EijCijklEkl ,

onde

Cijkl = δijδklλ+ (δikδjl + δilδjk)µ .
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Solução:

W = Eij (δijδklλ+ (δikδjl + δilδjk)µ)Ekl

W = EijδijδklλEkl +Eij (δikδjl + δilδjk)µEkl

W = λEiiEkk + 2µEklElk

W = λ (trE)2 + 2µ (EklElk)

onde o primeiro termo é uma função do primeiro invariante e o segundo uma função do
segundo e do primeiro invariante.
Se adicionalmente o material for incompressível, podemos escrever a seguinte equação:

detF = 1

detC = det
¡
F2
¢
= 1

I3 = 1

e consequentemente

W = f (I1, I2)

Há muitos modelos diferentes para borracha, todos baseados na forma acima. Os mais
conhecidos são os que usam uma expansão em série de Taylor em I1 e I2. Como exemplo,
o modelo de borracha de Mooney-Rivlin utiliza os termos lineares da expansão½

W = C1 (I1 − 3) + C2 (I2 − 3)
I3 = 1

,

onde a subtração de três é para que a energia seja nula na posição indeformada.
As tensões de Piola Kirchhoff são calculadas por

Sij =
∂W

∂Eij

Outros modelos bastante utilizados são os de Rivlin-Saunders, que adiciona os termos
quadráticos na expansão da energia de deformação, e o modelo de Ogden, bem mais
complicado por se basear nas deformações principais.
Outro material cuja relação constitutiva é similar à da borracha é o propelente sólido

de foguetes, também considerado isotrópico, incompressível e hiperelástico.
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4.4 Elastoplasticidade e outras relações constitutivas

Grande parte dos materiais, especialmente os materiais dúteis, podem ser bem aproxima-
dos pelo modelo da elasticidade linear até um certo limite de tensão. Após este limite,
estes materiais apresentam deformações permanentes, que não desaparecem após a apli-
cação da carga. Uma vez que a elasticidade prevê a reversibilidade dos fenômenos, este
comportamento é claramente inelástico. Este fenômeno é chamado de plasticidade, e se
difere da viscoelasticidade pelo fato de que a tensão resultante é modelada como indepen-
dente da taxa de deformação.
Três tipos de relação entre as variáveis de campo são necessários:

• relações tensão-deformação para o comportamento elástico
• relações tensão-deformação para o comportamento plástico
• um critério de escoamento, que decide se uma determinada partícula de material
está se comportando elasticamente o plasticamente.

Com este tipo de modelo, certamente o modelo de plasticidade é não-linear, mesmo
que se considere que os deslocamentos são infinitesimais.
Os critérios de escoamento tem normalmente a seguinte forma

f (T) ≤ k2

onde o fator de encruamento k depende da deformação acumulada. Se este fator for con-
stante, considera-se que não há encruamento do material. Se f (T) < k2, o material está
se comportando elasticamente. Se f (T) = k2 o material está escoando. Normalmente, na
literatura de plasticidade, se fala em superfície de escoamento, definida por f (T) = k2.
Esta superfície está definida no espaço das tensões, de dimensão 6, ou no espaço das ten-
sões principais, de dimensão 3. Se a tensão estiver dentro da superfície, o comportamento
é elástico, se estiver na superfície o material está escoando, e obviamente não se pode
estar fora da superfície.

4.4.1 Elastoplasticidade isotrópica

A elastoplasticidade é um fenômeno muito difícil de ser analisado para um caso geral de
materiais anisotrópicos, a maioria dos estudos tem se limitado a materiais isotrópicos,
principalmente metais policristalinos.
O critério de escoamento mais comum é o de von Mises-Hencky-Huber, pelo qual

o escoamento começa em um ponto quando a máxima energia de distorção atinge um
determinado limite.

2Y 2 = (T1 − T2)2 + (T2 − T3)2 + (T3 − T1)2 ,
onde Ti são as tensões principais.
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As deformações são divididas na parte elástica e plástica como

Sij = Cijkl
³
Ekl −E(0)kl

´
,

onde E(0)kl representa a deformação residual que sobraria se as cargas fossem retiradas.
Para evitar esta separação, muitas vezes se deriva esta equação no tempo e se expressa
somente com a relação elástica como

Ṫij = CijklDkl ,

onde D é a taxa de deformação e Ṫij é uma taxa de tensão (motivo de muita controvérsia,
pois há várias maneiras de se definir taxas de tensão). Para materiais isotrópicos

Ṫij = λδijDkk + 2µDij

e pode-se inverter a relação para

Dij =
1

2µ
Ṫij − λ

2µ (3λ+ 2µ)
Ṫkkδij .

Para a relação constitutiva plástica, considera-se a separação da taxa de deformações
na parte elástica e na parte plástica

D = D(e)+D(p) ,

onde a parte elástica obedece a relação constitutiva acima. Já para a parte plástica,
as teorias mais simples postulam que o critério de escoamento funciona como potencial
plástico, e consequentemente

D
(p)
ij = Λ̇

∂f

∂Tij
,

onde Λ̇ é uma função de encruamento, isto é, o aumento da tensão de escoamento de
acordo com a deformação plástica já sofrida.
Estas equações são resolvidas iterativamente. Calcula-se as tensões e deformações elás-

ticamente, e o que passar do critério de escoamento é resolvida calculando-se a deformação
plástica até se obter o equilíbrio.
Este tipo de solução é utilizado para cálculos de peças submetidas a deformações

plásticas, como estruturas leves e simulação de colisões de veículos. Mas a principal
utilização é a simulação de processos de fabricação, como estampagem e forjamento.
Há modelos mais simples de plasticidade, sem a fase elástica (para simulação de

grandes deformações, como forjamento). Há também modelos sem encruamento, para
casos que a deformação plástica é pequena.
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4.4.2 Viscoelasticidade

Muitos materiais utilizados em engenharia (entre os quais os assim chamados “plásticos”,
ou metais em alta temperatura) apresentam simultaneamente características de sólidos e
fluidos viscosos. Estes materiais são chamados de materiais viscoelásticos ou viscoplásti-
cos. Nestes materiais, os fenômenos de fluência e do relaxamento das tensões.
Fluência é definida como o aumento das deformações ao longo do tempo, sem que haja

o aumento das tensões. Reciprocamente, o relaxamento é a diminuição das tensões em
um corpo sem que haja o aumento de deformação.
A relação constitutiva para este tipo de material tem a seguinte forma

δTij = Gijkl (t− τ) δEkl (τ)

onde Gijkl são funções decrescentes no tempo, chamadas de funções de relaxamento. As
tensões podem ser calculadas integrando a relação constitutiva no tempo

Tij =

Z t

−∞
Gijkl (t− τ)

dEkl
dτ

dτ .

Se G for independente do tempo, recaímos na elasticidade linear. Se G for a função
delta de Dirac, recaímos em um fluido...

4.4.3 Exercícios

• Em duas dimensões, a equação constitutiva de um material elástico linear é expresso
na forma compacta por S11

S22
S12

 =

 C1111 C1122 C1112
C2211 C2222 C2212
C1211 C1222 C1212

 E11
E22
2E12


Escreva a matriz constitutiva em forma compacta para um material ortotrópico em
duas dimensões.

• Prove que a equação constitutiva isotrópica

Cijkl = δijδklλ+ (δikδjl + δilδjk)µ

realmente não varia com a rotação do sistema de coordenadas. Sugestão: utilize a
ortogonalidade da matriz de rotação.

• Um fluido Newtoniano é definido através das seguintes hipóteses: o material é
isotrópico, a pressão depende apenas da parte esférica do tensor de tensão de Cauchy
e a taxa de deformação é proporcional a parte desviadora do tensor tensão de Cauchy.
Escreva estas hipóteses em equações.
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• Dado o tensor constitutivo ortotrópico

C = 106


200 30 10 0 0 0

100 10 0 0 0
50 0 0 0

60 0 0
sim. 80 0

120

 ,

calcule sua forma para um sistema de coordenadas rotacionado de π/6 radianos ao
redor do eixo x3.

• Escreva a matriz constitutiva para um material isotrópico linear em função das
constantes de engenharia E e ν.

• Dado um campo de deformações descrito por

x1 = X1 + 1× 10−3X1 + 2× 10−3X2
x2 = X2 + 1× 10−3X2

2

x3 = X3

em um sólido ocupando [0, 1]× [0, 1]× [0, 1], calcule:
— as deformações de Green e infinitesimais e um esboço da deformação;

— as tensões de Cauchy e de Piola-Kirchhoff, considerando o tensor constitutivo
dado por

C = 106


200 30 10 0 0 0

100 10 0 0 0
50 0 0 0

60 0 0
sim. 80 0

120

 ;

— o valor da força de corpo para que o sólido esteja em equilíbrio sem trações
aplicadas;

— a energia de deformação.

• Dado um campo de deformações descrito por

x1 =
X1
2X2

2

+X2

x2 =
2X3

2

3
x3 = X3

em uma borracha de Mooney-Rivlin ocupando [0, 1]× [0, 1]× [0, 1], calcule:
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— as deformações de Green e Cauchy-Green à direita;
— os invariantes de deformação;
— a energia de deformação dado que C1 = 10 e C2 = 5;
— o campo de tensões no segundo tensor de Piola-Kirchhoff;
— e o campo de tensões de Cauchy.

• Em um ensaio de tração, onde um corpo de prova está submetido a tensão uniaxial,
um corpo de prova de 10mm de diâmetro atingiu o regime de escoamento com
3800kgf de força aplicada. Para que aconteça o escoamento em outras situações,
dados pelos seguintes estados de tensão, determine o valor de um fator σ :

T = σ

 0 0 1
0 0 0
1 0 0


T = σ

 0 −1 2
−1 0 0
2 0 0


T = σ

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


T = σ

 1 0 0
0 2 0
0 0 0


T = σ

 2 1 −1
1 3 0
−1 0 6


• Escolha uma relação constitutiva para cada um dos problemas abaixo e justifique
cuidadosamente a escolha em um parágrafo:

— Forjamento de aço
— Estampagem de chapas de cobre

— Injeção de um termoplástico em um molde

— Projeto de um tanque de resina reforçada por fibras

— Vibração de um eixo de metal

— Análise de colisão em veículo

— Fadiga de alto ciclo
— Fadiga de baixo ciclo
— Vibração de um coxim de borracha
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Capítulo 5

Solução de Problemas

Neste capítulo, introduz-se alguns métodos gerais de solução de problemas da Mecânica
dos Sólidos.

5.1 Formulação do Problema

Dado um certo corpo definido como contínuo, podemos expressar as variáveis de estado
deste corpo através do seguinte sistema de equações:

Ω

∂Ω∂Ω1

∂Ω2

x

u

∆T

Figura 5.1:

∂Tik
∂xk

+ bi = ρ
Dvi
Dt

em Ω, (5.1)

S = S (E, T ) em Ω0, (5.2a)

57



58 CAPÍTULO 5. SOLUÇÃO DE PROBLEMAS

Eij =
1

2

µ
∂ui
∂Xj

+
∂uj
∂Xi

+
∂uk
∂Xj

∂uk
∂Xi

¶
in Ω0, , (5.3)

ui (X1, X2, X3) = gi (X1,X2,X3, t) ∀∈∂Ω1
Tijnj = ti (x1, x2, x3, t) ∀ (x1, x2, x3) ∈ ∂Ω2
∂Ω1 ∪ ∂Ω2 = ∂Ω
∂Ω1 ∩ ∂Ω2 = {0}

. (5.4)

As relações (5.1) são as equações de movimento, (5.2a) são as equações constituti-
vas, (5.3) é a relação cinemática e 5.4 são as condições de contorno. Resolvendo-se este
conjunto de equações, pode-se determinar a deformação do corpo ao longo do tempo.
Aparentemente, não é muito difícil resolver um problema de mecânica dos sólidos,

especialmente com métodos numéricos disponíveis hoje em dia. Mas a formulação de
um problema é bastante complexa, e essencial para sua a validade da solução. A com-
plexidade provem da infinidade de fatores que o engenheiro deve levar em consideração,
especialmente considerando sua responsabilidade na confiabilidade do componente. Além
disto, esta formulação deve ser matematicamente e fisicamente consistente para que a for-
mulação seja coerente com o fenômeno e para que as equações resultantes tenham solução
(problema bem posto).
Os principais tipos de problemas que um engenheiro normalmente tem que resolver

são:

1. Análise: quando se deseja conferir se um determinado componente suporta um certo
tipo de vinculação e carregamento. Este caso requer, principalmente, cuidado na
hora de se modelar o fenômeno físico, e uma boa interpretação dos resultados, de
preferência seguindo alguma norma pertinente (para safar-se de futuras complicações
legais...), e principalmente se for um laudo sobre a falha de algum equipamento.

2. Projeto: quando o engenheiro deve projetar um componente para uma determinada
função. Normalmente se parte de um projeto similar (ou raramente de uma idéia
nova, ou ainda de uma otimização topológica), e submete-se a sucessivas análises
de tensão (e principalmente de custos de material, fabricação e montagem) para se
chegar a um resultado aceitável, e dentro das normas.

3. Otimização: quando um projeto deve ser melhorado para reduzir custos ou melho-
rar algum característica funcional. Normalmente se faz uma seqüência de projetos
sucessivamente identificando as regiões onde se pode mudar o projeto (análise de
sensibilidade) e melhorar a característica desejada (otimização).

Para todo e qualquer problema, um engenheiro deve observar (entre outras coisas) os
seguintes pontos:
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• Em primeiro lugar, deve-se verificar-se na literatura se alguém já resolveu o problema
antes, e se a solução encontrada é satisfatória. Isto parece ser um conselho banal,
mas raramente é seguido, o que tem graves conseqüências.

• Deve-se considerar se a hipótese do contínuo é válida. A Mecânica do Contínuo
tem limitações bastante conhecidas, especialmente quando se considera fenômenos
que ocorrem na escala da microestrutura, tais como fratura, ou nano-tecnologia, etc,
onde a hipótese não deve ser usada no corpo todo. Se a hipótese do meio contínuo for
válida, deve-se selecionar quais variáveis são importantes no caso em questão: ten-
sões, deslocamentos, deformações, temperatura, eletricidade, magnetismo, radiação,
reações químicas, etc. Há muitas situações onde a Mecânica do Contínuo é desnec-
essariamente complicada, como por exemplo quando se analisa o comportamento
de veículos. Neste caso, um modelo discreto de corpos rígidos com a flexibilidade
concentrada em algumas molas é o suficiente para obter a resposta esperada.

• Deve-se selecionar a hipóteses simplificadoras que possam ser usadas: se o problema
é quasi-estático ou dinâmico; se é possível reduzir o problema, através de uma
simetria, a duas ou uma dimensões; ou se modelos estruturais tais como barra, viga,
placa ou casca podem ser usados. Esta tarefa não é nada trivial e é causa de grande
parte dos erros de análise. Depois, deve-se selecionar o modelo de deformações
infinitesimais ou finitas. Esta parte é relativamente fácil, embora a maioria dos
engenheiros hesitem devido ao custo mais alto da análise de grandes deformações.

• A próxima seleção é o modelo constitutivo, lembrando sempre que como engen-
heiros devemos dar a preferência para modelos mais simples, como a elasticidade
linear isotrópica, quando for possível. Infelizmente há inúmeros exemplos de má
escolha quando o modelo linear não é válido, ou a dificuldade de escolher entre
modelos de plasticidade, por exemplo. Deve-se considerar também a dificuldade de
se determinar exatamente as propriedades mecânicas de muitos materiais. No caso
de plásticos é ainda possível testar de modo fácil estas propriedades, mas e no caso
de biomecânica?

• A determinação da geometria deve levar em conta as tolerâncias de projeto (e de
fabricação). A parte mais difícil é determinar as forças e vinculações da peça. Na
maioria dos componentes mecânicos é difícil prever exatamente as forças que estarão
atuando no corpo. Pode-se neste caso adotar-se a pior combinação de forças.

• A interpretação dos resultados também é bastante problemática. Devem ser levadas
em conta cuidadosamente cada uma das hipóteses assumidas acima, e adicionar os
critérios de falha.

Não se pode começar a calcular até que todas os itens acima estejam definidos. Adap-
tando o velho ditado aos novos tempos, “Não compute até ver o branco dos olhos”.
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5.2 Métodos de solução

Há muitos modos de se resolver os problemas típicos de mecânica dos sólidos. O ideal
seria resolver analíticamente o sistema de equações em cada caso, mas isto não é possível
devido a dificuldade em se resolver equações diferenciais em domínios irregulares, que são
a maioria dos casos práticos. Sobram duas alternativas:

• Resolver numéricamente as equações da mecânica dos sólidos, através de métodos
computacionais como o Método dos Elementos Finitos, Método dos Elementos de
Contorno, ou coisa que o valha (Fourier, “wavelets”).

• Utilizar soluções prontas para algumas classes de problemas de geometria razoavel-
mente simples, o que pode levar a equações mais simples. Estas equações podem
ser resolvidas analíticamente ou numericamente. As simplificações consistem em
assumir certas relações entre os campos de tensão ou deformação dentro do com-
ponente, e são a base das teorias de vigas, placas ou cascas. O uso destas teoriais
(ditas estruturais) diminui consideravelmente o esforço computacional; porém as
hipóteses utilizadas para sua formulação deve ser bem compreendidas para evitar
erros grosseiros.

Em todos os casos, se houver dúvidas, deve-se testar um modelo simplificado do prob-
lema para estudar a influência da seleção das hipóteses simplificativas. Normalmente
isto é feito através de uma hierarquia de modelos: primeiramente, testa-se modelos com
flexibilidade discreta (massa-mola-amortecedor), depois modelos estruturais e após isto
os modelos de contínuo. Adicionalmente pode-se passar para modelos descontínuos após
esta etapa. Como o custo da análise é crescente, utiliza-se apenas nas áreas mais críticas
com os modelos mais completos.

5.2.1 Integração analítica direta do sistema de equações

Em raros casos, é possível se fazer uma integração direta. Para que isto seja possível, os
seguintes requisitos são necessários.

• A geometria do domínio tem que ser bem simples, ou infinito, ou semi-infinito, ou
paralelepípedo, ou simétrico em várias direções.

• O tensor constitutivo tem que ser bem simples, de preferência da elasticidade in-
finitesimal linear isotrópica.

• As condições de contorno tem que ser simples, preferencialmente uma só condição
de deslocamento e de forma simples.

• O carregamento tem que ser simples, preferencialmente uma carga somente, ou
nenhuma carga, apenas o deslocamento.
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• O engenheiro tem que ser muito hábil em matemática...

Exemplo: uma barra sob extensão simples, uma barra sob torção

5.2.2 Integração numérica direta do sistema de equações

Este método tornou-se possível devido ao grande aperfeiçoamento dos métodos de solução
numérica e da redução do custo das computações. Os métodos estão bastante estáveis e
confiáveis para problemas lineares, e razoavelmente confiáveis para problemas de autoval-
or. Muitos dos problemas não-lineares e dinâmicos ainda são problemáticos e custosos.
Embora a solução numérica do contínuo seja geral e confiável, o custo computacional

não é baixo o suficiente para usá-la incondicionalmente. Por exemplo, se desejamos anal-
isar uma casca reforçada (como uma asa de avião), a solução por contínuo requer muito
mais tempo de computação que a solução por uma teoria estrutural de casca.

5.2.3 Método semi-inverso

Neste caso, assume-se alguma hipótese sobre a forma do campo de deslocamento ou de de-
formação, e obtém-se equações mais simples relacionando as tensões e deformações. Estas
equações mais simples são então resolvidas. Este é o caso das barras sob extensão simples,
no qual Hooke teorizou que haveria uma relação linear entre tensões e deformações, e que
o fenômeno poderia ser analisado em uma só dimensão. Este método também foi usado
para formular as teorias de viga de Euler-Bernoulli (assumindo que as seções transversais
se manteriam planas e perpendiculares ao eixo e que a curvatura seria proporcional ao
momento fletor). Este é o caso das teorias de placa e casca, torção, etc.
O método semi-inverso foi durante muito tempo o único possível para a análise de

tensões, e até hoje as teorias estruturais dele advindas são a base de toda a mecânica dos
sólidos. As teorias estruturais advindas deste método resultam em equações muito mais
simples que a do contínuo. Por exemplo, vigas são reduzidas a uma geometria unidimen-
sional, placas a uma geometria bidimensional e cascas a uma geometria bidimensional em
coordenadas generalizadas. Estas geometrias simplificadas permitiram a engenheiros a
solução de muitos problemas analiticamente ou por aproximação numérica.
As equações que descrevem as teorias estruturais são bastante simples em casos uni-

dimensionais, especialmente para vigas e barras feitas de materiais isotrópicos lineares,
e podem ser integradas analíticamente. Para o caso de placas e cascas, as equações re-
sultantes são demasiadamente complexas para que um engenheiro possa resolver a não
ser em casos triviais. Neste caso, há tabelas disponíveis com soluções para geometrias
simples, e o restante das soluções só pode ser obtido através de métodos numéricos.
As limitações do método semi-inverso são evidentes quando se analisa sólidos irreg-

ulares (que perfazem grande parte dos problemas práticos), que não se encaixam em
nenhuma das hipóteses simplificativas das teorias estruturais, ou quando a relação con-
stitutiva é complexa. Para estes casos, a solução numérica direta do sistema de equações
da mecânica do contínuo é o melhor a fazer.
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Figura 5.2:

O método semi-inverso é apropriado para a análise através de métodos variacionais,
e as aproximações numéricas de soluções através destes métodos está descrita em uma
seção posterior deste texto.

5.3 Soluções exatas

Princípio de Saint-Venant: Uma distribuição de trações superfíciais distribuídas sobre uma
pequena parte da fronteira pode ser substituída por outra, estaticamente equivalente, sem
alterar a distribuição de tensões suficientemente longe da aplicação da carga.
O princípio acima permite substituir as distribuições de carga em um corpo por uma

carga concentrada. Observe-se que não se pode dizer nada da distribuição de tensões
próxima a aplicação da carga.

5.3.1 Elasticidade unidimensional

Há duas possibilidades de se reduzir um problema de Mecânica dos Sólidos para uma
dimensão. Pode-se utilizar uma hipótese de que a tensão seja unidimensional ou que a
deformação seja unidimensional. A hipótese de tensão unidimensional é utilizada para
barras.
Seja um corpo de seção transversal constante orientado com o eixo e1. Supomos

agora que todos os carregamentos t estão aplicado na direção 1 e uniformemente na seção
transversal. Supomos também que a relação constitutiva em relação a um sistema no
qual e1 é um dos eixos, e não tem acoplamentos entre tensões normais e deformações
cisalhantes no eixo 1, ou seja, o material é pelo menos ortotrópico.
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Temos então que as condições de tração podem ser simplificadas neste caso como

T1jnj = t1 em ∂Ω2

mas as cargas são aplicadas apenas em planos normais ao eixo 1, o que diz que

T11 = t1 em ∂Ω2

e que as trações se anulam nas outras faces

t2 = t3 = 0½
T2jnj = 0
T3jnj = 0

½
T22n2 + T23n3 = 0
T32n2 + T33n3 = 0

No caso acima, temos que na face normal ao eixo 2, teremos T22 = 0 e na face normal ao
eixo 3, T33 = 0.
Podemos assumir que as condições de contorno no restante da peça é de tensões nulas

em todas as fronteiras, o que nos leva a assumir que todas as outras tensões se anulam.
As equações de equilíbrio são escritas como

ρ
Dvi
Dt

=
∂Tji
∂xj

+ bi

ou seja 
ρDv1
Dt
= ∂T11

∂x1
+ b1

ρDv2
Dt
= 0

ρDv3
Dt
= 0

onde as duas equações finais nos dizem que o corpo não acelera nas direções 2 e 3, e se
estiver suficientemente fixo, não se move nestas direções.
Resolvemos agora para alguns casos específicos: material isotrópico linear com deslo-

camentos infinitesimais. Para materiais isotrópicos, escrevemos

Tij = [λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk)] εkl

T11 = (λ+ 2µ) ε11 + λ (ε22 + ε33)

Elastoestática
Supomos que o corpo não esteja se movendo, isto é, não há acelerações. Neste caso,

escrevemos

0 =
∂T11
∂x1

+ b1
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ou seja, a variação das tensões só depende das forças de corpo. Se não houverem forças
de corpo,

0 =
∂T11
∂x1

a tensão vai ser constante, e seu valor depende apenas das cargas aplicadas no contorno.
Este é o caso clássico. Supondo que haja apenas uma tração t distribuída em uma ex-
tremidade do corpo (t (l, 0, 0)) e a outra extremidade fixa (u (0, 0, 0) = 0), escrevemos

T11 = t

Invertendo a relação constitutiva e escrevendo na forma compacta, temos que

C−1IJ =



1
E

ν
E

ν
E
0 0 0

1
E

ν
E
0 0 0

1
E
0 0 0
1
µ
0 0

sim. 1
µ
0
1
µ


onde

E = µ
3λ+ 2µ

λ+ µ

ν =
λ

2 (λ+ µ)

que substituído na equação anterior nos dá

ε11 =
T11
E

u1 =

Z l

0

ε11dx1

Propagação de ondas
Outro caso bastante conhecido é o problemas de propagação de ondas. Neste caso,

considera-se um estado uniaxial de deformações. Supondo que não haja deslocamentos
nas direções 2 e 3,

u2 = u3 = 0

ε22 = ε33 = 0

e nenhuma força de corpo, escrevemos

ρ
Dv1
Dt

=
∂T11
∂x1

+ b1
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ρ
D2u1
Dt2

=
∂T11
∂x1

= (λ+ 2µ)
∂ε11
∂x1

ρ
D2u1
Dt2

= (λ+ 2µ)
∂2u1
∂x1

Esta equação descreve uma onda se propagando ao longo do corpo com velocidade
p
(λ+ 2µ) /ρ.

Este tipo de onda só tem deslocamentos na direção de propagação (tração - compressão)
assim como as ondas sonoras. Há vários outros tipos de ondas elásticas, como ondas de
cisalhamento e ondas superficiais. As ondas elásticas, assim como as outras ondas, ap-
resentam as características de reflexão, dispersão e difração. O estudo de propagação de
ondas elásticas é essencial para quem trabalha com penetração balística, ultrassonografia
e sismologia; e muito importante para quem trabalha com impacto.
Carga subitamente aplicada
Neste caso,

t = H (t− 0)
onde H é a função de Heaviside (função degrau unitário). Equivale a uma propagação
de uma onda quadrada ao longo do corpo. Consideraremos neste caso que todo o corpo
esteja na mesma tensão e deformação. Neste caso, como se estudou em um curso básico
de resistência dos materiais, as deformações são duas vezes maiores que no caso estático.
Supondo que a deformação seja dada por

u (X1, t)

ε11 (X1, t) → u1 =

Z X1

0

ε11 (ξ1, t) dξ1

ε22 = ε33 = νε11

T11 (X1, t) = Eε11 (X1, t)

ρ
D2u1
Dt2

=
∂T11
∂x1

=
∂

∂x1

µ
E
∂u1
∂x1

¶
outra forma da equação da onda. Supomos que a função u1 seja um produto de uma
função no tempo e outra no espaço (separação das variáveis)

u1 =W (X1)Z (t)

ρW
d2Z

dt2
= EZ

d2W

dx21
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com µ
d2Z

dt2

¶
/Z =

E

ρ

µ
d2W

dx21

¶
/W = −λ2

que pode ser resolvido como um problema de autovalores e resolvido naturalmente por
séries de Fourier.
Para uma solução aproximada do máximo deslocamento, consideramos a condição

de equilíbrio onde a energia cinética seja nula. A energia armazenada em uma barra
deformada pode ser dada por

U =
EAu21 (l)

2l

e o trabalho produzido pelas forças é

V = tAu1 (l)

e o deslocamento máximo é calculado como

U = V

tAu1 (l) =
EAu21 (l)

2l

u1 (l) =
2tl

E
.

O deslocamento no caso estático é dado por

u1e (l) = tl/E

portanto a metade do deslocamento do caso da aplicação súbita. Ou seja, os deslocamen-
tos, deformações e tensões são o dobro do caso estático.
Grandes deformações em borrachas
Nesta seção calculamos a curva força deformação de uma borracha típica. Assumimos

neste caso que a deformação é descrita como

x1 = αX1

x2 = βX2

x3 = βX3

de onde

F =

 α 0 0
0 β 0
0 0 β


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C =

 α 0 0
0 β 0
0 0 β

T  α 0 0
0 β 0
0 0 β


=

 α2 0 0
0 β2 0
0 0 β2


Supondo que a borracha seja incompressível,

detF = 1

temos a condição que β =
q

1
α
e consequentemente

F =


α 0 0

0
q

1
α
0

0 0
q

1
α


C =

 α2 0 0
0 1

α
0

0 0 1
α


E =

1

2

 α2 − 1 0 0
0 β2 − 1 0
0 0 β2 − 1


Sij = 2C1δij + 2C2 (δijCkk − Cij)

S =

 2C1 + 2C2 2α 0 0
0 2C1 + 2C2

¡
α2 + 1

α

¢
0

0 0 2C1 + 2C2
¡
α2 + 1

α

¢


Agora transformando para tensões de Cauchy (que representaremos como T 0), temos

T0=
1

detF
FSFT

que após a operação fica:

T0 =

 2α (C1α+ 2C2) 0 0
0 2

α2
(C1α+ C2α

3 + C2) 0
0 0 2

α2
(C1α+ C2α

3 + C2)


O que é que está errado? Por que temos tensões fora do eixo onde aplicamos a carga?
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Esta questão tem uma resposta bastante interessante. Uma vez que a borracha é um
sólido incompressível, há uma pressão hidrostática envolvida na solução, que deve ser
adicionada a equação das tensões obtida da relação constitutiva.
Igualando agora o campo das tensões vindas das forças externas, temos que

T = T0 − pI
da qual deduzimos que

p =
2

α2
¡
C1α+ C2α

3 + C2
¢

T =

 2α (C1α+ 2C2)− 2
α2
(C1α+ C2α

3 + C2) 0 0
0 0 0
0 0 0



T =

 2α2C1 + 2αC2 − 2
α
C1 − 2

α2
C2 0 0

0 0 0
0 0 0


Igualando o termo T11, obtemos finalmente a relação entre a carga e o α.

T11 =
fα

Ao

f =
T11A0
α

= 2A0
α4C1 + C2α

3 − C1α− C2
α3

f = 2A0αC1 + 2A0C2 − 2A0
α2
C1 − 2A0

α3
C2

supondo agora que A0 = 1 podemos obter um gráfico para C1 = 1 e C2 = 0.05

f = 2α+ . 1− 2

α2
− . 1

α3

Plasticidade com encruamento
Utilizamos a forma bilinear para a plasticidade unidimensional, considerando o encru-

amento como constante. Utilizando o critério de von Mises-Hencky-Huber

2Y 2 = (T1 − T2)2 + (T2 − T3)2 + (T3 − T1)2

ou seja, neste caso

2Y 2 = T 211
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Figura 5.3: Extensão de um material tipo borracha.

e a energia de distorção de escoamento é dada por ensaios. Normalmente o ensaio é de
tração, portanto não é necessária nenhuma transformação neste caso, e podemos tomar
simplesmente

T11 ≤ σe

Dividimos a deformação nas partes elástica e plástica,

ε11 = εe11 + εp11

e simplesmente calculamos a tensão elástica mais o acréscimo da tensão plástica. Não
há porque se preocupar com a direção da deformação plástica (normal a superfície de
escoamento), já que a tensão é uniaxial. Os únicos pontos que merecem cuidados é o
retorno elástico, quando deve-se lembrar que as deformações plásticas são permanentes, e
que se considera a deformação plástica como incompressível; portanto a deformação lateral
é distinta na plasticidade. Como exemplo, supomos que aplica-se uma carga suficiente
para se plastificar uma peça.
Supomos que Ee = 210MPa e Ep = 10MPa, e que o limite de escoamento seja

σe = 300MPa. Calcule a deformação que uma tração uniaxial de 400MPa vai causar no
corpo, e a deformação após a retirada de metade da carga.
Termoelasticidade isotrópica infinitesimal
A Termoelasticidade é regida pela relação constitutiva dada por

Tij = Cijkl (Ekl + αkl∆T )
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σe

εe εp

Figura 5.4:

que no caso da elasticidade linear infinitesimal isotrópica,

α = αδij

e a relação pode ser expressa por

Tij = Cijkl (Ekl + αδij∆T )

ou ainda, na forma compacta

T11
T22
T33
T13
T23
T12


=


λ+ 2µ λ λ 0 0 0

λ+ 2µ λ 0 0 0
λ+ 2µ 0 0 0

µ 0 0
simet. µ 0

µ







ε11
ε22
ε33
2ε13
2ε23
2ε12


+



α∆T
α∆T
α∆T
0
0
0



 .

A equação para tensões uniaxiais se reduz a

T11 = E (ε11 − α∆T ) .

Como exemplo, se uma barra de alumínio (E = 70MPa, α = 22× 10−6K−1) é aquecida
de 100K entre suportes rígidos sem deformação axial (ε11 = 0), a tensão gerada será

T11 = Eα∆T = 70× 22× 10−6 × 100 = 154KPa

5.4 Elasticidade bi- e tridimensional

5.4.1 Equações de compatibilidade

Como vimos anteriormente, as três componentes do deslocamento u determinam unica-
mente as seis componentes do tensor deformação. Consequentemente, há uma redundân-
cia de deformações em relação aos deslocamentos, isto é, um tensor deformação pode não
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representar um campo de deslocamentos válido. Para garantir a validade das deformações,
há um conjunto de equações que deve ser satisfeito por um campo de deformações para
que este represente um campo de deslocamentos válido; a este conjunto de equações damos
o nome de equações de compatibilidade.
As equações da compatibilidade se escrevem como

²qsp²klm
∂2εpm
∂xl∂xs

= 0

um grupo de 9 equações das quais 6 são independentes. Expandindo as equações pode-se
chegar a

∂2εij
∂xk∂xl

+
∂2εkl
∂xi∂xj

− ∂2εlj
∂xk∂xi

− ∂2εki
∂xl∂xj

= 0

e posteriormente em

∂2ε11
∂x2∂x2

+
∂2ε22
∂x1∂x1

= 2
∂2ε12
∂x1∂x2

∂2ε22
∂x3∂x3

+
∂2ε33
∂x2∂x2

= 2
∂2ε23
∂x2∂x3

∂2ε11
∂x3∂x3

+
∂2ε33
∂x1∂x1

= 2
∂2ε13
∂x1∂x3

∂2ε11
∂x2∂x3

=
∂

∂x1

µ
−∂ε23

∂x1
+

∂ε13
∂x2

+
∂ε12
∂x3

¶
∂2ε22
∂x1∂x3

=
∂

∂x1

µ
∂ε23
∂x1
− ∂ε13

∂x2
+

∂ε12
∂x3

¶
∂2ε33
∂x1∂x2

=
∂

∂x1

µ
∂ε23
∂x1

+
∂ε13
∂x2
− ∂ε12

∂x3

¶
Estas equações devem ser aplicadas a campos de deformação para verificar se eles

geram campos de deslocamentos. Existem equações similares para o tensor deformação
de Green, mas são extremamente complicadas dada a não-linearidade deste tensor.
Exemplos:

• dado um campo de deslocamentos

u =

 X3
1

eX1

sinX2


verificar as condições de compatibilidade. Resposta: não é necessária nenhuma
verificação, já que o campo de deslocamentos foi dado e as deformações serão geradas
deste campo...
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• Dado o campo de deformações

ε =

 2X1 X1 + 2X2 0
X1 + 2X2 2X1 0
0 0 2X3


verificar se representa um campo compatível de deslocamentos. A resposta é sim...

• exercício: verificar as condições de compatibilidade de

ε =


−X2

X2
1+X

2
2

X1
2(X2

1+X
2
2)

0

0 0 0
0 0 0


5.4.2 Equação do movimento em termos de deslocamentos

Para o caso da elasticidade infinitesimal isotrópica linear, é possível se escrever as equações
de movimento diretamente em termos de deslocamentos, substituindo as relações consti-
tutivas e cinemáticas. Desta forma, substituindo as equações constitutivas em

∂Tij
∂xj

+ bi = ρ
Dvi
Dt

leva a

∂ [[λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk)] εkl]

∂xj
+ bi = ρ

Dvi
Dt

λδij
∂εkk
∂xj

+ µ
∂ (εij + εji)

∂xj
+ bi = ρ

Dvi
Dt

λ
∂εkk
∂xi

+ 2µ
∂εij
∂xj

+ bi = ρ
Dvi
Dt

em termos de deformações. Substituindo a relação cinemática,

λ
∂ ∂uk
∂xk

∂xi
+ µ

∂
³

∂ui
∂xj
+

∂uj
∂xi

´
∂xj

+ bi = ρ
D2ui
Dt2

λ
∂2uk

∂xi∂xk
+ µ

µ
∂2ui

∂xj∂xj
+

∂2uj
∂xj∂xi

¶
+ bi = ρ

D2ui
Dt2

(λ+ µ)
∂2uk

∂xi∂xk
+ µ

∂2ui
∂xj∂xj

+ bi = ρ
D2ui
Dt2

.
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Para os apreciadores da notação vetorial, pode-se escrever as equações acima como

(λ+ µ) grad div u+ µ∇2u+ b = ρ
D2u

Dt2

ou

(λ+ 2µ) grad div u − µ rot rot u+ b = ρ
D2u

Dt2

5.4.3 Decomposição de Boussinesq-Papkovich-Neuber

Esta decomposição é extremamente importante para se resolver problemas tridimensionais
de elasticidade analíticamente, e será apenas citada aqui. O aluno deve referir-se a livros
de elasticidade para maiores informações. A decomposição em si é descrita como:

u = u1 + u2

onde

u1 = gradφ

onde φ é uma função que satisfaz

∇2φ = 0

e

u2 = 4 (1− ν)ψ−grad (X ·ψ)

onde ψ é uma função vetorial satisfazendo

∇2ψ = 0

O aluno interessado pode verificar que tanto u1 como u2 satisfazem as equações de
equilíbrio sem forças de corpo.

5.4.4 Elasticidade Plana e função tensão de Airy

Supondo que o campo de deformações seja independente de X3, podemos escrever que

ε13 =
1

2

∂u3
∂X1

ε23 =
1

2

∂u3
∂X2
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ε33 = constante

e que as tensões podem ser escritas como

T11 = (λ+ 2µ)
∂u1
∂x1

+ λ
∂u2
∂x2

T22 = λ
∂u1
∂x1

+ (λ+ 2µ)
∂u2
∂x2

T12 = µ

µ
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

¶

T33 = λ

µ
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

¶

T13 = µ
∂u3
∂X1

T23 =
∂u3
∂X2

Na ausência de forças de corpo, as equações de equilíbrio simplificam-se para
∂T11
∂x1

+ ∂T12
∂x2

= 0
∂T21
∂x1

+ ∂T22
∂x2

= 0
∂T31
∂x1

+ ∂T32
∂x2

= 0

As duas primeiras equações são dependentes de u1 e u2 e portanto independentes da
terceira, e podem ser resolvidas separadamente. A terceira equação pode ser resolvida a
posteriori.
Se o campo de deslocamentos u3 for identicamente nulo, o corpo é dito estar em

deformação plana. Se os deslocamentos u1 e u2 forem nulos, mas não u3, o corpo é dito
em deformação anti-plana.
As deformações anti-planas são relativamente simples de se resolver. Resolvendo-se a

terceira equação de equilíbrio,

∂T31
∂x1

+
∂T32
∂x2

= 0

para os deslocamentos

∂2u3
∂x21

+
∂2u3
∂x22

= 0
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caimos em uma equação harmônica, e u3 é uma função harmônica.
Para o estado plano de deformações, ficamos com as seguintes componentes de tensão:

T11, T22, T12 e T33. Analisando as equações para as tensões desenvolvidas acima, verifi-
camos que T33 aparece somente como uma função de ε11 e ε22, e pode ser resolvido no
final. A última equação de equilíbrio é identicamente nula. As equações que restam são:

• As equações tensão-deslocamentos

T11 = (λ+ 2µ)
∂u1
∂x1

+ λ
∂u2
∂x2

T22 = λ
∂u1
∂x1

+ (λ+ 2µ)
∂u2
∂x2

T12 = µ

µ
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

¶

T33 = λ

µ
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

¶
• As equações de equilíbrio

∂T11
∂x1

+
∂T12
∂x2

= 0

∂T21
∂x1

+
∂T22
∂x2

= 0

• A equação de compatibilidade
∂2ε11
∂x22

+
∂2ε22
∂x21

= 2
∂2ε12
∂x1∂x2

que pode ser escrita em termos de tensões usando as relações

ε11 =
1

2µ
[T11 − ν (T11 + T22)]

ε22 =
1

2µ
[T22 − ν (T11 + T22)]

ε12 =
T12
2µ
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como
∂2

∂x22
[T11 − ν (T11 + T22)] +

∂2

∂x21
[T22 − ν (T11 + T22)] = 2

∂2

∂x1∂x2
T12

que pode ser simplificado como

−
µ

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

¶
ν (T11 + T22) = 2

∂2

∂x1∂x2
T12 − ∂2

∂x22
T11 − ∂2

∂x21
T22

Diferenciando as duas equações de equilíbrio, tiramos que

∂2

∂x1∂x2
T12 = − ∂2

∂x22
T22 = − ∂2

∂x21
T11

e daí escrevemos a equação da compatibilidade como

(1− ν)

µ
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

¶
(T11 + T22) = 0

ou µ
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

¶
(T11 + T22) = ∇2 (T11 + T22) = 0

As equações de equilíbrio são satisfeitas se as tensões forem derivadas de um campo
escalar como

T11 =
∂2φ

∂x22
, T22 =

∂2φ

∂x21
, T12 = − ∂2φ

∂x2∂x1
.

Substituindo este resultado nas equações de equilíbrio,½ ∂T11
∂x1

+ ∂T12
∂x2

= 0
∂T21
∂x1

+ ∂T22
∂x2

= 0

verificamos que (
∂3φ

∂x1∂x22
− ∂3φ

∂x22∂x1
= 0

− ∂3φ
∂x2∂x21

+ ∂3φ
∂x21∂x2

= 0

e portanto as equações são satisfeitas. A função φ é chamada de função de tensão de
Airy, e se a substituimos na equação da compatibilidade

∇2 (T11 + T22) = 0
obtemos a relação

∇2 ¡∇2φ¢ = ∇4φ = 0
onde

∇4 = ∂4

∂x41
+ 2

∂4

∂x22∂x
2
1

+
∂4

∂x42
A equação acima nos diz que a função de Airy é uma função bi-harmônica. Esta

equação pode ser resolvida através de diversos métodos, o mais conhecido deles sendo
métodos de variáveis complexas.
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5.5 Exercícios

1. Escreva o sistema de equações da elasticidade infinitesimal linear

2. Quais são as hipóteses consideradas para a formulação acima?

3. Diferencie os tipos de problemas em mecânica dos sólidos: análise, projeto, otimiza-
ção.

4. Descreva sucintamente os passos para se resolver um problema de mecânica dos
sólidos.

5. Discuta a hierarquia dos modelos a serem usados na mecânica dos sólidos:

• Modelos de barras rígidas-molas,
• Modelos estruturais (vigas, placas, cascas),
• Modelos contínuos

6. Discuta os métodos de solução: integração analítica, integração numérica, métodos
semi-inversos.

7. O que é o Princípio de Saint-Venant?

8. Simplifique as equações gerais da elasticidade tridimensional para um problema
unidimensional, discutindo as hipóteses de tensão unidimensional e deformação uni-
dimensional.

9. Escreva as condições de contorno e as condições iniciais para um problema de elas-
todinâmica unidimensional.

10. Escreva as equações para a elasticidade finita (não infinitesimal) unidimensional.

11. Por que deve-se considerar uma pressão hidrostática adicional em problemas incom-
pressíveis?

12. Escreva a relação constitutiva para a Termoelasticidade linear infinitesimal.

13. O que são as equações da compatibilidade?

14. Escreva as equações da compatibilidade para a elasticidade bidimensional infinites-
imal.



78 CAPÍTULO 5. SOLUÇÃO DE PROBLEMAS

15. Verifique se os campos de deformação abaixo são compatíveis ou não:

ε =

 0 kX1X2 0
kX1X2 0 0
0 0 0


ε =

 X1 +X2 X1 X2
X1 X2 +X3 X3
X2 X3 X2 +X3


ε =

 X2
1 X2

2 +X
2
3 X1X3

X2
2 +X

2
3 0 X1

X1X3 X1 X2
2


16. O que é deformação plana e anti-plana?

17. Descreva o melhor uso para as hipóteses de deformação plana e de tensão plana.

18. Dada a função de Airy

ϕ =
βx32
6

obtenha o estado de tensões.

• Supondo que este estado de tensões se aplique a um paralelepípedo dado por

x1 = [0, l] , x2 =

·
−h
2
,
h

2

¸
x3 =

·
−h
2
,
h

2

¸
ache as trações superficiais nas fronteiras.

• Supondo que as trações superficiais anulam-se nas fronteiras x3 =
£−h

2
, h
2

¤
,

calcule os deslocamentos.

19. (Atkin & Fox) Dada o seguinte campo de deformações de um cilindro se extendendo
ao longo do eixo 3,

x1 = λ1R cos (τX3 + α)

x2 = λ1R sin (τX3 + α)

x3 = λ3X3

em um material incompressível e isotrópico, de maneira que

λ21λ3 = 1 e W (I1, I2)

calcule:
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• os tensores de deformação F, C e E

• os invariantes de deformação I1, I2 e I3.
• as derivadas dos invariantes de deformação em relação às componentes de E.

• o segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff, em função das derivadas de W.
• o tensor de Cauchy
• o campo de pressões hidrostáticas

20. Prove que o campo de deslocamentos

u =
P

16πµ (1− ν)

 x1 x3
R3
x2 x3
R3

x23
R3
+ 3−4ν

R

 (5.5)

onde R2 = x21 + x
2
2 + x

2
3 é a solução para um corpo infinito de material elástico

isotrópico com uma carga concentrada P na direção x3 atuando na origem, sob as
hipóteses de deformações infinitesimais. Ache também a distribuição de tensões
neste corpo. Dica: para provar, utilize um cubo de dimensão variável com centro
na origem, e prove que a resultante das forças neste cubo é igual a força aplicada,
independentemente do tamanho do cubo.
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Capítulo 6

Teorias Estruturais Clássicas

Muitas vezes, uma geomeria particularizada e hipóteses acertadas sobre o campo de deslo-
camentos permitem grandes simplificações das equações da mecânica dos sólidos. Estas
hipóteses são a base das teorias estruturais, desenvolvidades para importantes classes
aplicações. Para componentes basicamente uniaxiais, com seção transversal aproximada-
mente constante, há teorias para tração, compressão, torção e flexão, as teorias de barra,
eixos e vigas. Para peças com espessura pequena em relação às outras dimensões, há
várias teorias de placas e cascas.
Nas equações das teorias estruturais, a descrição da geometria é grandemente simplifi-

cada. Na teoria de barra, eixos e vigas, necessita-se apenas de uma dimensão (comprimen-
to), uma propriedade da seção transversal (área, momento polar de inércia ou momento
de inércia), e uma propriedade constitutiva (Young ou cisalhamento). Na teoria de flexão
de placas e cascas necessita-se de uma descrição bidimensional (plana ou uma superfície
no espaço) do componente e uma espessura para se descrever a geometria do componente.
A descrição cinemática nas teorias estruturais é apenas infinitesimal, na maioria das

vezes. Há algumas teorias para grandes deformações, mas são bastante complicadas na
maioria das vezes.
As relações constitutivas adotadas em teorias estruturais são (na maioria das vezes)

bastante simples. Considera-se normalmente apenas materiais isotrópicos lineares. Em
alguns casos, encontram-se também teorias para componentes isotrópicos elasticos - per-
feitamente plásticos ou bilineares. Raramente se vê alguma aplicação mais complicada,
embora hajam algumas teorias de vigas e placas ortotrópicas.

6.1 Barras

A teoria de barras segue basicamente o estudo de elasticidade unidimensional feita an-
teriormente: considera-se apenas uma dimensão, nas quais as cargas são aplicadas, onde
não há acoplamento entre tensões cisalhantes e normais na relação constitutiva. Algumas
aproximações são normalmente feitas, especialmente para barras de seção variável.

81
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6.2 Torção

6.2.1 Torção de eixos circulares

Seja um cilindro de seção transversal circular sem trações aplicadas nas paredes, apenas
nas extremidades. Seguindo a lógica do método semi-inverso, consideramos que o campo
de deslocamentos seja dado por

x1 = R cos (τX3 + α)

x2 = R sin (τX3 + α)

x3 = X3

onde R =
p
X2
1 +X

2
2 e α = arctan

³
X2
X1

´
. Expandindo as somas trigonométricas

x1 = R cos τX3 cosα−R sin τX3 sinα
x2 = R sin τX3 cosα+R cos τX3 sinα

x3 = X3

e substituindo os valores das funções de α

tanα =
X2
X1

, sinα =
X2
R
, cosα =

X1
R

temos que

x1 = X1 cos τX3 −X2 sin τX3
x2 = X1 sin τX3 +X2 cos τX3

x3 = X3

Expandindo em série de potências e tomando apenas o primeiro termo (ângulos infinites-
imais), temos que

sin θ = θ − θ3

3!
+

θ5

5!
+ ... ' θ

cos θ = 1− θ2

2!
+

θ4

4!
− ... ' 1

x1 = X1 −X2τX3
x2 = X1τX3 +X2

x3 = X3

e que

u1 = −X2τX3
u2 = X1τX3

u3 = 0
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As deformações infinitesimais são dadas por

ε =

 0 0 −X2τ/2
0 0 X1τ/2
−X2τ/2 X1τ/2 0


e as tensões por

T =

 0 0 −µX2τ
0 0 µX1τ
−µX2τ µX1τ 0

 .
As equações de equilíbrio são satisfeitas.
Podemos verificar que as paredes são realmente sem trações, pois a normal externa é

dada por

n =

½
X1
R
,
X2
R
, 0

¾
e consequentemente a equação das trações na superfície fica

t = Tn =

 0 0 −µX2τ
0 0 µX1τ
−µX2τ µX1τ 0


X1
R
X2
R

0

 = 0

Nas superfícies das extremidades, temos o campo acima de tensões; podemos calcular
o momento atuando integrando as trações.

t =

 0 0 −µX2τ
0 0 µX1τ
−µX2τ µX1τ 0

 00
1

 =
 −µX2τµX1τ

0


Calculando a força resultante na extremidade (supondo um raio de r) ficamos com

f =

Z
A

tdA =

Z x1=r

x1=−r

Z x2=−
√
r2−x

x2=−
√
r2−x

 −µX2τµX1τ
0

 dx2dx1 = 0
O momento resultante não é nulo; fazendo as contas,

M =

Z
A

t×XdA

apenas o momento ao redor do eixo X3 não se anula (até sem fazer as contas, por uma
questão de simetria...).

M3 =

Z
A

(X1µX1τ +X2µX2τ) dA

= µτ

Z
A

¡
X2
1 +X

2
2

¢
dA =

1

2
µτJ =

1

2
µτπr4

o resultado que todos conhecem. Só para recordar, a integral da fórmula acima é conhecida
como momento polar de inércia de uma área.
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6.2.2 Torção em eixos de seção transversal não-circular

Quando a seção transversal não é circular, algumas hipóteses consideradas no caso anterior
deixam de ser válidas, embora haja alguma similaridade do campo de deslocamentos.
Seguindo o método semi-inverso, consideraremos os deslocamentos dados por

u1 = −X2τX3
u2 = X1τX3

u3 = τφ (X1,X2)

onde φ é chamada de função de empenamento da seção transversal. Considera-se que
uma seção transversal originalmente plana será “empenada” sob torção.
As deformações são dadas agora por

ε =


0 0 τ

³
∂φ
∂X1
−X2

´
/2

0 0 τ
³

∂φ
∂X2

+X1
´
/2

τ
³

∂φ
∂X1
−X2

´
/2 τ

³
∂φ
∂X2

+X1
´
/2 0


e as tensões por

T =


0 0 µτ

³
∂φ
∂X1
−X2

´
0 0 µτ

³
∂φ
∂X2

+X1
´

µτ
³

∂φ
∂X1
−X2

´
µτ
³

∂φ
∂X2

+X1
´
0

 .
As equações de equilíbrio ficam satisfeitas nas duas primeiras direções. Na terceira

temos

∂2φ

∂X2
1

+
∂2φ

∂X2
2

= 0

o que significa que a função φ é harmônica. Pelo teorema de Cauchy-Riemann existe uma
função conjugada ψ relacionada a φ por

∂φ

∂X1
=

∂ψ

∂X1
,

∂φ

∂X2
= − ∂ψ

∂X2

As condições para que as paredes fiquem sem trações são:

t =0→


n1
³

∂φ
∂X1
−X2

´
n2

³
∂φ
∂X2

+X1

´
0

 = 0
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ou em termos de ψ 
n1
³

∂ψ
∂X1
−X2

´
n2
³
− ∂ψ

∂X2
+X1

´
0


ou

n ·∇
µ
ψ − 1

2

¡
X2
1 +X

2
2

¢¶
= 0

que
O termo entre parênteses é conhecido como a função de tensão de Prandtl, que deno-

taremos por

χ = ψ − 1
2

¡
X2
1 +X

2
2

¢
Uma vez que ψ é harmônica,

∇2χ = −2
que é a equação que deve ser resolvida para o problema de torção de eixos não circulares.
As tensões são dadas simplesmente por

T13 = µτ
∂χ

∂X2

T23 = µτ
∂χ

∂X1

Há resultados analíticos para muitas seções transversais comuns, como elipses, triân-
gulos e retângulos. No entanto, seções mais complicadas como um eixo ranhurado ou
com rasgo de chaveta, só tem solução numérica. Felizmente, a maioria dos programas
disponíveis de análise tem esta opção implementada. Há também uma teoria simplifica-
da para seções de parede fina, bastante simples e com extensa aplicações no projeto de
estruturas.
A equação harmônica rege outros fenômenos importantes daMecânica, como a deflexão

de uma membrana elástica sob pressão. Desta forma, há uma relação entre o deslocamento
transversal de uma membrana sob pressão e a função ψ, e consequentemente entre os
ângulos de deflexão e as tensões. Desta forma, muitos engenheiros utilizaram o expediente
de recortar a forma de um eixo de uma placa, fazer um filme de água com sabão e verificar
a forma da bolha sob pressão para estimar as tensões em um eixo.

6.3 Flexão de vigas

Entre as dezenas de teorias de viga, há duas teorias simplificadas para a análise da flexão
infinitesimal de vigas isotrópicas. Estudaremos as duas considerando uma viga de seção
constante extendendo-se ao longo de X3 sofrendo deflexões em X1.
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6.3.1 Teoria de Euler-Bernoulli

Figura 6.1:

Poderíamos iniciar nosso estudo partindo da hipótese de proporcionalidade entre Mo-
mentos fletores e curvatura. Entretanto, desenvolve-se a teoria considerando-se as seguintes
hipóteses sobre o seguinte campo de deslocamentos: uma seção transversal qualquer da
peça permanece plana, com a mesma forma e perpendicular ao eixo da viga. Desta forma,
se a linha média da viga tem uma deflexão u1 (X3), a rotação da seção será dada pela
derivada du1

dX3
e consequentemente, podemos escrever

u1 = u1 (X3)

u2 = 0

u3 = −X1 du1
dX3

de modo que o campo de deformações fica

ε =

 0 0 0
0 0 0

0 0 −X1 d2u1dX2
3


e as tensões ficam como

T =

 λε33 0 0
0 λε33 0

0 0 − (λ+ 2µ)X1 d2u1dX2
3


o que exige trações superficiais nas laterais da viga a não ser que ν = 0. Neste caso
E = 2µ e λ = 0, levando a

T =

 0 0 0
0 0 0

0 0 −EX1 d2u1dX2
3

 .
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É fácil verificar que as tensões máximas ocorrem nas superfícies superior e inferior da
peça (onde X1 é máximo). Outra inconsistência importante desta teoria vísivel no tensor
acima é que as tensões cisalhantes são nulas, hipótese que é aceitável em vigas bastante
longas, mas provoca erros grandes em vigas curtas. A equação de equilíbrio na direção 3 é
satisfeita se a derivada de T33 em relação a X3 for nula, isto é, se −EX1 d2u1dX2

3
for constante.

As condições de contorno de carregamento são dadas por

t = Tn

e para as faces laterais isto é facilmente verificavel, uma vez que

t =

 0 0 0
0 0 0

0 0 −EX1 d2u1dX2
3

 n1n2
0

 = 0
Já para as faces extremas,

t =

 0 0 0
0 0 0

0 0 −E d2u1
dX2

3
X1

 00
1

 =
 0

0

−E d2u1
dX2

3
X1

 ,
que integrado na área para obter força aplicada dá zeroZ

A

t dA = 0 ,

uma vez que o eixo 1 é centroidal. O momento aplicado é calculado porZ
A

X× t dA =M

e a componente não nula é

M2 =

Z
A

X2
1E
d2u1
dX2

3

dA

Usando a definição do momento de inércia em relação aos eixos como

I2 =

Z
A

X2
1 dA ,

podemos escrever

M2 = E
d2u1
dX2

3

I2 ,
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e chegarmos ao notório resultado

T33 = −M2

I2
X1 .

Dado que a taxa de mudança do raio de curvatura é dada por d
2u1
dX2

3
, podemos escrever

que

1

R
' d2u1
dX2

3

=
M2

EI2

a hipótese de Euler-Bernoulli de que a curvatura é proporcional ao momento, conhecida
de textos básicos da graduação.
Apenas a equação de equilíbrio no terceiro eixo não é trivial. Ela estabelece que

∂T33
∂x3

= 0

o que é verdadeiro para o carregamento acima, isto é, a tensão é constante ao longo da
viga para o carregamento de momento nas extremidades.
Para os casos de um carregamento de trações aplicadas ao longo da viga, não apenas

momentos nas extremidades, sabemos que a tensão e o momento fletor não são constantes
na viga, e a terceira equação de equilíbrio fica

∂T31
∂x1

+
∂T33
∂x3

= 0

e consequentemente

∂T31
∂x1

− ∂

∂x3

µ
M2x1
I2

¶
= 0

∂T31
∂x1

− x1
I2

∂M2

∂x3
= 0

T31 =

Z
x1
I2

∂M2

∂x3
dx1 + C (x3)

=
x21
2I2

∂M2

∂x3
+ C (x3)

A tensão cisalhante tem que zerar nas superfícies superior e inferior da viga, já que o
carregamento é transversal, o que leva a

T31 (x1 = ±h/2) = h2

4I2

∂M2

∂x3
+ C (x3) = 0
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de onde se tira o valor de C = − h2

4I2

∂M2

∂x3
e

T31 =

µ
x21
2I2
− h2

4I2

¶
∂M2

∂x3

uma distribuição parabólica. Integrando na área, podemos achar a força vertical na seção
transversal, que vale

V =

Z
A

T31dA

=

Z
A

µ
x21
2I2
− h2

4I2

¶
∂M2

∂x3
dA

=
∂M2

∂x3

Por equilíbrio, sabemos que

q =
dV

dX3

de onde vem a relação

d2

dX2
3

M2 = q

para escrevermos

d2

dX2
3

µ
EI2

d2u1
dX2

3

¶
= q

onde q é o carregamento distribuído ao longo da viga. Esta equação se reduz a uma
equação

EI2
d4u1
dX4

3

= q

no caso de vigas de seção e material constante. Obviamente, as equações de equilíbrio
não são satisfeitas no caso de momento variável, indicando que outras componentes de
tensão (além de T33) devem aparecer; porém se a variação do momento é suave, estas
outras componentes são muito pequenas e podem ser desprezadas.

6.3.2 Deformação lateral (Saint Venant)

Usando as tensões obtidas do caso anterior, podemos relaxar as hipóteses sobre o campo
de deslocamentos. Podemos considerar

T =

 0 0 0
0 0 0

0 0 −EX1 d2u1dX2
3

 =
 0 0 0
0 0 0
0 0 −M2X1

I2

 ,
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Figura 6.2:

o que leva a deformações

ε =

 ν M2

EI2
X1 0 0

0 ν M2

EI2
X1 0

0 0 −M2

EI2
X1


que satisfazem as condições de compatibilidade. Há, portanto, um campo de deslocamen-
tos que gera estas deformações, cuja forma geral é obtida por integração e determinação
das constantes como

u =

 M2

2EI2
(X2

3 + νX2
1 − νX2

2)

−M2ν
EI2
X1X2

M2

EI2
X1X3


É muito importante entender o campo de deslocamentos gerado por esta distribuição

de deformações.

6.3.3 Teoria de vigas de Timoshenko

A teoria de vigas de Timoshenko inclui o efeito da deformação causada pelo cisalhamento.
Desta vez, ao invés de considerar que a rotação da seção transversal dá-se somente por
flexão e pode ser aproximada por du1

dX3
, considera-se que a rotação deve incluir o efeito do

cisalhamento. Para simplificar as equações, considera-se um cisalhamento constante em
toda a seção transversal e um coeficiente para levar em conta a variação.

du1
dX3

= ψ (X3) + β (X3)

onde ψ deve-se a flexão somente e β deve-se ao cisalhamento somente. A consideração
que β é constante ao longo da seção transversal é obviamente incorreta, pois nas faces
superior e inferior a tensão cisalhante deve ser nula pelo fato de termos trações nulas nas
faces laterais.
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O campo de deslocamentos é dado por

u1 = u1 (X3)

u2 = 0

u3 = −X1
·
du1
dX3

− β (X3)

¸
e as deformações por

ε =

 0 0 1
2
β (X3)

0 0 0
1
2
β (X3) 0 −X1

³
d2u1
dX2

3
− dβ

dX3

´


Usando agora a mesma hipótese de coeficiente de Poisson nulo, podemos escrever que

T33 = Eε33

e considerando (erroneamente) o cisalhamento constante ao longo da seção transversal,
temos que

µε13 = T13

µβ (X3) =
V

A
.

Introduz-se agora um fator de correção para a distribuição não uniforme das tensões
cisalhantes, dependente da forma da seção transversal.

kµε13 = T13

O valor de k é tabelado e disponível para a maioria das seções transversais. Para
seções circulares,

k =
6 (1 + ν)

7 + 6ν

e para retangulares vale

k =
10 (1 + ν)

12 + 11ν

As equações diferencial vira

EI
∂4u1
∂X4

3

= q − EI

kµA

∂2q

∂X2
3
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A teoria de vigas de Timoshenko gera resultados mais flexíveis que a teoria normal,
já que a rotação da seção transversal é agora a soma da deformação da linha média mais
o cisalhamento. Esta diferença, no entanto, é mínima para vigas longas. O efeito só é
consideravel no caso de vigas curtas e altas. No caso de vibrações de vigas, há diferenças
nas frequências dos modos mais altos mesmo em vigas longas.
Exemplo: calcule a deflexão da extremidade de uma viga em balanço com seção

quadrada constante, submetida a uma força concentrada em sua extremidade.
Usando viga de Euler-Bernoulli pelo método de integração direta com funções de

singularidade, escrevemos

q = P δ (X3 − L)
V =

Z
Ω

qdΩ =

Z L

0

P δ (X3 − L) dX3
V = P H (X3 − L) + C1 = P H (X3 − L)− P

M =

Z L

0

V dX3 = −P X3 + C2
M = P (L−X3)

E I φ =

Z L

0

M dX3 = P

µ
LX3 − X

2
3

2

¶
+ C3

E I φ = P

µ
LX3 − X

2
3

2

¶
u1 =

Z L

0

φdX3 = P

µ
L
X2
3

2
− X

3
3

6

¶
A viga de Timoshenko em balanço nos dá um resultado diferente: sendo a força cor-

tante constante ao longo de toda a barra, podemos calcular a deformação de cisalhamento
como

β =
V

kµA

e a deformação de flexão é dada por

ψ =
du1
dX3

− β

e dependente apenas da flexão (momento fletor), e portanto podemos utilizar o resultado
anterior

E I ψ = P

µ
LX3 − X

2
3

2

¶
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A deflexão será dada diferentemente do caso anterior, pois

ψ =
P

E I

µ
LX3 − X

2
3

2

¶
=
du1
dX3

− β =
du1
dX3

− P

kµA

e consequentemente

du1
dX3

=
P

E I

µ
LX3 − X

2
3

2

¶
+

P

kµA

e

u1 =
P

E I

µ
L
X2
3

2
− X

3
3

6

¶
+

P

kµA
X3

aplicando a condição de contorno.

6.4 Flexão de Placas

Chama-se de placa um componente plano no qual duas das dimensões cartesianas são
comparáveis e a outra é uma (ou mais) ordens de grandeza inferior. Há dezenas de teorias
para placas, cada uma delas com suas hipóteses. Apresentamos apenas uma delas, para
placas finas. Digna de nota é a teoria de Mindlin-Reissner para placas semi-espessas,
similar a teoria de Timoshenko para vigas curtas.

6.4.1 Hipóteses de Kirchhoff

As hipóteses de Kirchhoff (ou Kirchhoff-Love) são de que a placa é tão fina que pode
ser considerada apenas por seu plano médio. Uma linha que estava originalmente per-
pendicular a seção média continua perpendicular após a deformação. Em termos de
deslocamentos, podemos dizer que u3 é função apenas de X1 e X2 e a linha normal terá
o ângulo dado pelas derivadas de u3.

u1 = −X3∂u3 (X1, X2)
∂X1

u2 = −X3∂u3 (X1, X2)
∂X2

u3 = u3 (X1,X2)

As deformações infinitesimais serão expressas por

ε =

 −X3
∂2u3
∂X2

1
−X3 ∂2u3

∂X1∂X2
0

−X3 ∂2u3
∂X1∂X2

−X3 ∂2u3∂X2
2

0

0 0 0


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e para materiais isotrópicos lineares, as tensões serão calculadas como

T =

 − (λ+ 2µ)X3
∂2u3
∂X2

1
−X3λ∂2u3

∂X2
2
−2µX3 ∂2u3

∂X1∂X2
0

−2µX3 ∂2u3
∂X1∂X2

− (λ+ 2µ)X3 ∂2u3∂X2
2
− λX3

∂2u3
∂X2

1
0

0 0 0

 .
Note que o termo T33 foi sumariamente ignorado. A razão é simplesmente para facilitar
a integração. A existência simultânea de um estado plano de tensão e deformação é uma
das inconsistências fundamentais da teoria de placas finas.
As trações são calculadas a seguir para uma placa de espessura h e superfícies paralelas

aos eixos cartesianos. Na face superior, obtém-se

t =

 − (λ+ 2µ)X3
∂2u3
∂X2

1
−X3λ∂2u3

∂X2
2
−2µX3 ∂2u3

∂X1∂X2
0

−2µX3 ∂2u3
∂X1∂X2

− (λ+ 2µ)X3 ∂2u3∂X2
2
− λX3

∂2u3
∂X2

1
0

0 0 0


 00
1

 = 0
resultado válido também para a face inferior. Na face lateral normal a e1, obtém-se

t(e1)=

 − (λ+ 2µ)X3
∂2u3
∂X2

1
−X3λ∂2u3

∂X2
2
−2µX3 ∂2u3

∂X1∂X2
0

−2µX3 ∂2u3
∂X1∂X2

− (λ+ 2µ)X3 ∂2u3∂X2
2
− λX3

∂2u3
∂X2

1
0

0 0 0


 10
0



t(e1) =

 −X3
h
(λ+ 2µ) ∂2u3

∂X2
1
+ λ∂2u3

∂X2
2

i
−2µX3 ∂2u3

∂X1∂X2

0


A força total por unidade de largura em X2 aplicada nesta face é zero, devido ao fato de
integrarmos simetricamente a espessura.

F(e1) =

Z h/2

X3=−h/2
t dX3 = 0

Já o momento aplicado não resulta em zero, mas em

M(e1) =

Z L

−L

Z h/2

X3=−h/2
x× t dX3dX2

=

Z L

−L

Z h/2

X3=−h/2


2X2

3µ
∂2u3

∂X1∂X2

−X2
3

h
(λ+ 2µ) ∂2u3

∂X2
1
+ λ∂2u3

∂X2
2

i
X3
n
−2X1µ ∂2u3

∂X1∂X2
+X2

h
(λ+ 2µ) ∂2u3

∂X2
1
+ λ∂2u3

∂X2
2

io
 dX3dX2

M(e1) =

Z L

−L


h3

12
2µ ∂2u3

∂X1∂X2

−h3
12

h
(λ+ 2µ) ∂2u3

∂X2
1
+ λ∂2u3

∂X2
2

i
0

 dX2
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Definindo agora uma constante de rigidez de flexãoD = h3

12
(λ+2µ) escrevemos o momento

por unidade de comprimento como

M(e1) =

 D (ν − 1) ∂2u3
∂X1∂X2

−D
h
∂2u3
∂X2

1
− ν ∂2u3

∂X2
2

i
0


Fazendo o mesmo procedimento para a face normal a e2 resulta em

t(e2) =

 −2µX3 ∂2u3
∂X1∂X2

− (λ+ 2µ)X3 ∂2u3∂X2
2
− λX3

∂2u3
∂X2

1

0


que integra em forças nulas e momento por unidade de comprimento dados por

M(e2) =

 −D
h
∂2u3
∂X2

2
+ ν ∂2u3

∂X2
1

i
D (ν − 1) ∂2u3

∂X1∂X2

0

 .
Comparando estes resultados com as tensões

T11 = −X3
µ
(λ+ 2µ)

∂2u3
∂X2

1

+ λ
∂2u3
∂X2

2

¶
=
X3M

(e1)
2

h3/12

T22 = −X3
µ
(λ+ 2µ)

∂2u3
∂X2

2

+ λ
∂2u3
∂X2

1

¶
=
X3M

(e2)
1

h3/12

T12 = −2µX3 ∂2u3
∂X1∂X2

=
X3M

(e1)
1

h3/12
=
X3M

(e2)
2

h3/12

de onde se vê que M (e1)
1 =M

(e2)
2 .

As equações de equilíbrio nas direções 1 e 2 são escritas (na ausência de acelerações e
de forças de corpo) como

− (λ+ 2µ)X3∂
3u3

∂X3
1

−X3λ ∂3u3
∂X1∂X2

2

− 2µX3 ∂3u3
∂X1∂X2

2

= 0

−2µX3 ∂3u3
∂X2

1∂X2
− (λ+ 2µ)X3∂

3u3
∂X3

2

− λX3
∂3u3

∂X2
1∂X

2
2

= 0

que leva a seguinte simplificação:

∂3u3
∂X3

1

+
∂3u3

∂X1∂X2
2

= 0

∂3u3
∂X2

1∂X2
+

∂3u3
∂X3

2

= 0
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ou ainda pode ser escrito em termos de Momentos como

∂

∂X1

Ã
X3M

(e1)
2

h3/12

!
+

∂

∂X2

Ã
X3M

(e2)
2

h3/12

!
= 0

∂

∂X1

Ã
X3M

(e2)
2

h3/12

!
+

∂

∂X2

Ã
X3M

(e2)
1

h3/12

!
= 0

ou
∂

∂X1
M

(e1)
2 +

∂

∂X2
M

(e2)
2 = 0

∂

∂X1
M

(e2)
2 +

∂

∂X2
M

(e2)
1 = 0

Se diferenciarmos a primeira equação por X1 e a segunda por X2 e as somarmos, obtemos

∂2

∂X2
1

M
(e1)
2 + 2

∂2

∂X1∂X2
M

(e2)
2 +

∂2

∂X2
M

(e2)
1 = 0

para este caso de momentos puros aplicados.
Para o caso de haver um carregamento transversal distribuído q sobre a placa, temos

que o vetor de trações na superfície superior não pode ser mais nulo, mas sim

t(e3) =

 00
q

 ,
o que obriga o aparecimento de uma tensão local T33 em X3 = h/2 e que simultâneamente
os cisalhamentos T13 e T23 sejam nulos nestas faces. Consideraremos que esta tensão
normal é estritamente local, e desconsideraremos seu efeito nas deformações. Considera-
se as forças cortantes que devem ser compensadas diretamente por componentes T13 e T23
nas tensões ao longo da espessura, embora se anulem encima e embaixo.
Define-se então as forças cortantes por unidade de lado através da integração na es-

pessura das tensões cisalhantes

Q(e1) =

Z h/2

−h/2
T13dx3

Q(e2) =

Z h/2

−h/2
T23dx3

Incluindo estes termos e rescrevendo as duas primeiras equações de equilíbrio multiplicadas
por x3

X3
∂

∂X1

Ã
X3M

(e1)
2

h3/12

!
+X3

∂

∂X2

Ã
X3M

(e2)
2

h3/12

!
+X3

∂T13
∂X3

= 0

X3
∂

∂X1

Ã
X3M

(e2)
2

h3/12

!
+X3

∂

∂X2

Ã
X3M

(e2)
1

h3/12

!
+X3

∂T23
∂X3

= 0
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e as integrando na espessura, obtemos

∂

∂X1
M

(e1)
2 +

∂

∂X2
M

(e2)
2 +

Z h/2

−h/2
X3

∂T13
∂X3

dX3 = 0

∂

∂X1
M

(e2)
2 +

∂

∂X2
M

(e2)
1 +

Z h/2

−h/2
X3

∂T23
∂X3

dX3 = 0

A integral do último termo é feita por partes comoZ h/2

−h/2
X3

∂T13
∂X3

dX3 = X3T13|h/2−h/2 −
Z h/2

−h/2
∂T13dX3 = −Q(e1)Z h/2

−h/2
X3

∂T23
∂X3

dX3 = X3T23|h/2−h/2 −
Z h/2

−h/2
∂T23dX3 = −Q(e2)

onde o fato das tensões cisalhantes transversas se anularem nas faces superior e inferior
foi utilizado.
A última equação de equilíbrio é integrada na espessura para resultar em

∂T13
∂X1

+
∂T23
∂X2

+
∂T33
∂X3

= 0

∂

∂X1
Q(e1) +

∂

∂X2
Q(e2) + T33|h/2−h/2 = 0

∂

∂X1
Q(e1) +

∂

∂X2
Q(e2) + q = 0

onde a soma dos T33 tem que compensar o carregamento aplicado para satisfazer a
condição de tração. As três equações somadas resultam em

∂

∂X1
M

(e1)
2 +

∂

∂X2
M

(e2)
2 −Q(e1) = 0

∂

∂X1
M

(e2)
2 +

∂

∂X2
M

(e2)
1 −Q(e2) = 0

∂

∂X1
Q(e1) +

∂

∂X2
Q(e2) = −q

Substituindo as forças cortantes das duas primeiras equações na última, obtemos

∂2

∂X2
1

M
(e1)
2 + 2

∂2

∂X1∂X2
M

(e2)
2 +

∂2

∂X2
M

(e2)
1 = −q

e finalmente, substituindo o deslocamento u3 nos momentos, podemos chegar a

∇4u3 = q

D
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onde

∇4 = ∂4

∂x41
+ 2

∂4

∂X2
1∂X

2
2

+
∂4

∂x42

a equação que Sophie Germain deduziu em 1815 (e não recebeu os créditos no nome da
teoria).
Esta teoria de placas ignora as deformações de cisalhamento, e consequentemente só

aplica a placas finas, em que a relação entre a menor dimensão da placa e a espessura é
pelo menos de 10 vezes.

6.5 Exercícios

1. Resolva o caso de extensão de barras sob ação do peso próprio.

2. Prove que a tensão não pode ter apenas uma componente para barras de seção
uniformemente variável.

3. Quais as hipóteses que são utilizadas para a dedução das equações de torção em
eixos circulares?

4. O que é a função de empenamento? Quais as hipóteses utilizadas na dedução das
equações de torção de eixos não-circulares?

5. O que é a analogia da membrana e por que pode ser utilizada para a torção de eixos
não-circulares?

6. O que é flexão pura?

7. Quais são as hipóteses utilizadas na dedução das equações de vigas? Sob quais
condições elas são razoáveis?

8. Qual a razão da utilização de Poisson nulo na teoria de vigas?

9. De onde provém as tensões cisalhantes na seção da viga?

10. Quais as hipóteses adotadas na teoria de vigas de Timoshenko que diferem das vigas
de Euler-Bernoulli?

11. Compare os resultados da flexão de uma viga isotrópica de seção quadrada em
balanço com uma força na extremidade livre para as teorias de Euler-Bernoulli e
Timoshenko.

12. Quais simplificações foram utilizadas na dedução da teoria de placas finas?



Capítulo 7

Princípios Variacionais

Ométodo mais conveniente de se resolver problemas de mecânica dos sólidos não é através
das equações de equilíbrio, mas sim a partir de princípios variacionais, que descreveremos
a seguir. As principais vantagens dos métodos variacionais são

• As condições de contorno surgem ”naturalmente”;

• Os requisitos de continuidade das funções são menores que nas equações diferenciais,
o que ajuda no caso de soluções aproximadas;

• As formulações diferencial e variacional são equivalentes a menos da continuidade
da função (igualdade a menos de alguns pontos isolados, tecnicamente um conjunto
de medida zero).

7.1 Funcional da energia potencial

Um funcional é uma função que mapeia um espaço vetorial em um número real. Como
exemplo, as medidas de energia são funcionais, uma vez que mapeiam um determinado
campo de deslocamentos (e consequentemente deformações e tensões) em um número real
que é a energia.
Escrevemos esta relação da seguinte forma: um funcional é uma função tal que

F (u,v,x, ...) ∈ R ∀ (u,v,x, ...) ∈ V
onde V é um espaço vetorial linear. Espaço vetorial linear é um conjunto de funções que
obedecem a linearidade

α (u+ v) = αu+αv

se α 6 = 0, então αu = 0 se e somente se u ≡ 0
Muitas vezes um funcional é definido como um produto dual.

hf ,ui =
Z
Ω

f · u dΩ ∀u ∈ V, f ∈ V ∗

99
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O espaço dual V ∗ é o espaço de todos os funcionais lineares definidos sobre o espaço
vetorial V . Neste caso, um funcional é definido como um produto de um elemento de
um espaço por outro elemento de seu espaço dual. Por exemplo, sabemos que força vezes
deslocamento dá um trabalho; a força é o dual do deslocamento. Outros pares duais são:

V V ∗ hu, vi
f u

R
f · udΩ em Ω

T γ
R
T : γdΩ em Ω

S E
R
S : EdΩ em Ω0

.

Todos os pares acima definem trabalho das forças internas.
A energia de deformação Ed, como vimos no capítulo de relações constitutivas, é dada

de forma que

Sij =
∂W

∂Eij

Ed =
1

2

Z
Ω0

S : E dΩ

o que garante a independência de caminho para se determinar as deformações. A segunda
lei da termodinâmica obriga a função energia de deformação a ser positiva definida, isto é,
assumir um valor positivo para qualquer deformação não nula, e zero para uma deformação
nula. Para o caso da elasticidade linear infinitesimal anisotrópica, temos que

Ed =
1

2

Z
εijCijklεkl dΩ .

A energia potencial total deve considerar os trabalhos das forças externas, neste caso
o trabalho das forças de corpo b e das trações aplicadas nas superfícies t. Desta forma,
define-se o funcional da energia potencial como

π =

Z
Ω

WdΩ−
Z
Ω

ρb · udΩ−
Z
Γ

t · udΓ

onde o primeiro termo é o potencial elástico e os termos seguinte o potencial das forças
externas.
O princípio da mínima energia potencial nos diz que entre todas as configurações

possíveis, a(s) que respeita(m) as equações de equilíbrio é (são) a da mínima energia
potencial. Para o caso da elasticidade linear infinitesimal, há sempre solução para um
problema, e esta solução é sempre única. No caso de elasticidade finita, isto nem sempre é
verdade (basta lembrar de flambagem, onde há várias posições de equilíbrio para a mesma
carga e vinculações).
Há vários termos importantes para se definir agora: quais são as configurações possíveis

e como minimizar a energia potencial.
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Uma das definições possíveis para o funcional da energia potencial é considerar que é
dependente apenas do campo (vetorial) de deslocamentos. Neste caso, devemos procurar
as funções deslocamento que sejam admissíveis. Para isto, consideramos o espaço da
funções

V =
©
v | v = g em Γ1 e v ∈ C1 (Ω)

ª
onde C1 (Ω) é o espaço das funções com derivadas primeiras contínuas em Ω. O requeri-
mento que v seja igual a uma função g em um determinado trecho do contorno serve para
satisfazer condições de contorno do tipo u = g.
Consolidando o que temos até agora, formulamos o problema como

minπ (v) ∀v ∈ V

min

Z
Ω

1

2
εijCijklεkldΩ−

Z
Ω

ρb · vdΩ−
Z
Γ

t · vdΓ ∀v ∈ V

onde

εij =
1

2

µ
∂vi
∂xj
− ∂vj

∂xi

¶
problema este que pode ser resolvido por uma série de métodos analíticos ou aproximações.
É imprescindível ressaltar que o princípio dos trabalhos virtuais é apenas um dos fun-

cionais possíveis para a mecânica dos sólidos. Há muitos outros funcionais, que consideram
outras variáveis independentes. Por exemplo, há funcionais com pressões independentes
para materiais incompressíveis (princípio de Herrmann) e com deformações ou tensões
independentes (Hellinger-Reissner, Hu-Washizu).

7.1.1 Princípio dos trabalhos virtuais

Para minimizar-se um funcional utilizamos métodos variacionais. Considera-se uma vari-
ação do funcional, e busca-se a função u para a qual o funcional se anula. Para o caso de
funcionais convexos e com a matriz de coeficientes positiva-definida (operador coercivo),
como no caso da energia potencial da elasticidade, podemos provar que estamos realmente
em um ponto de mínimo. Em outros casos, como no caso dos princípios de Herrmann e
de Hellinger-Reissner, com mais de uma função, o problema é de minimização em uma
variável e maximização na outra (problema de ponto-de-sela).
Definimos o problema como

δπ = 0
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onde a operação de variação é similar a uma diferenciação. Operamos da seguinte maneira

δπ = δ

µZ
Ω

1

2
εijCijklεkldΩ−

Z
Ω

ρb · vdΩ−
Z
Γ

t · vdΓ
¶

=

Z
Ω

δ

µ
1

2
εijCijklεkl

¶
dΩ−

Z
Ω

δ (ρb · v) dΩ−
Z
Γ

δ (t · v) dΓ

=

Z
Ω

εijCijklδεkldΩ−
Z
Ω

ρb · δvdΩ−
Z
Γ

t · δvdΓ = 0

ou Z
Ω

TklδεkldΩ−
Z
Ω

ρb · δvdΩ−
Z
Γ

t · δvdΓ = 0

que é chamado de princípio dos trabalhos virtuais. Este princípio nos diz que na config-
uração de equilíbrio, o trabalhos das forças virtuais se anula.
O primeiro termo, Z

Ω

TklδεkldΩ

pode ser reescrito como Z
Ω

Tkl
∂δvk
∂xl

dΩ

considerando todos os termos da soma.
Podemos provar a equivalência entre a formulação acima e a formulação diferencial da

elasticidade. Considerando o teorema de GaussZ
Ω

f ·∇udΩ =
Z
Γ

f u · ndΓ−
Z
Ω

∇f u dΩ

podemos transformar este primeiro termo emZ
Ω

Tkl
∂δvk
∂xl

dΩ =

Z
Γ

TklvknldΓ−
Z
Ω

∂Tkl
∂xl

δvkdΩ

que substituído nas equações apresentadas acima ficaZ
Γ

TklvknldΓ−
Z
Ω

∂Tkl
∂xl

δvkdΩ−
Z
Ω

ρbkδvkdΩ−
Z
Γ

tkδvkdΓ = 0

As condições de contorno especificam que

Tklnl = tk em Γ2
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que nos diz que as integrais no contorno se anulam. O que nos resta éZ
Ω

∂Tkl
∂xl

δvkdΩ−
Z
Ω

ρbkδvkdΩ = 0

ou seja Z
Ω

µ
∂Tkl
∂xl
− ρbk

¶
δvkdΩ = 0 .

Uma vez que os deslocamento virtuais são arbitrários, podemos concluir que o termo
entre parênteses deve necessariamente se anular em todo o domínio. Então, sumarizando,
teremos que

∂Tkl
∂xl
− ρbk = 0 em Ω

Tklnl = tk em Γ2

u = g em Γ1

εij =
1

2

µ
∂ui
∂uj

+
∂uj
∂ui

¶
em Ω

Tij = Cijklεkl em Ω

e mais as condições de positividade do tensor constitutivo Cijkl e a condição de existência
da segunda derivada de u. Reparem que a formulação diferencial tem o requerimento mais
”forte” de existência da derivada segunda em relação ao princípio dos trabalhos virtuais
e do princípio da mínima energia potencial.
Podemos sumarizar agora os três modos de se resolver os problemas:

• Princípio da mínima energia potencial: também chamado de forma funcional do
problema. Gera métodos de aproximação de Rayleigh e pode ser a base para ele-
mentos finitos.

• Princípio dos trabalhos virtuais: também chamado de forma fraca do problema.
Gera métodos de aproximação de Ritz e elementos finitos.

• Equações diferenciais de equilíbrio: também conhecida como forma forte (ou local)
do problema. Pode ser usada para gerar métodos de aproximação de diferenças
finitas ou métodos de elementos finitos de Galerkin.

7.1.2 Aplicação às equações de viga de Euler-Bernoulli

Dadas as hipóteses para o campo de deslocamentos da viga de Euler-Bernoulli:

u1 = u1 (X3)

u2 = 0

u3 = −X1 du1
dX3
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de modo que o campo de deformações fica

ε =

 0 0 0
0 0 0

0 0 −X1 d2u1dX2
3


e as tensões com ν = 0 ficam como

T =

 0 0 0
0 0 0

0 0 −EX1 d2u1dX2
3


O carregamento para esta teoria consiste em uma distribuição de cargas transversais

sobre a linha neutra, de modo que

V3 (x3) =

Z x

0

q3 (ξ3) dξ3

Escrevendo agora o princípio dos trabalhos virtuais para toda a viga, temos queZ
Ω

TijδεijdΩ−
Z
Γ

qiδuidΓ = 0

onde podemos escrever que Z
Ω

T33δε33dΩ−
Z L

0

qδu3dX3 = 0

Substituindo os valores de tensão e deformação, obtemosZ
Ω

µ
−EX1d

2u1
dX2

3

¶
δ

µ
−X1d

2u1
dX2

3

¶
dΩ−

Z L

0

qδu1dX3 = 0

Z
Ω

EX2
1

d2u1
dX2

3

d2δu1
dX2

3

dΩ−
Z L

0

qδu1dX3 = 0

Z L

0

E
d2u1
dX2

3

d2δu1
dX2

3

Z
A

X2
1dAdX3 −

Z L

0

qδu1dX3 = 0

Z L

0

EI2
d2u1
dX2

3

d2δu1
dX2

3

dX3 −
Z L

0

qδu1dX3 = 0

sendo que a última equação é a forma do princípio dos trabalhos virtuais para a viga
de Euler-Bernoulli. Para fins ilustrativos, podemos deduzir a forma local deste princípio
integrando duas vezes por partes o primeiro termoZ L

0

EI2
d2u1
dX2

3

d2δu1
dX2

3

dX3 −
Z L

0

qδu1dX3 = 0
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Z L

0

EI2
d2u1
dX2

3

d2δu1
dX2

3

dX3 = EI2
d2u1
dX2

3

dδu1
dX3

¯̄̄̄L
0

−
Z L

0

d

dX3

µ
EI2

d2u1
dX2

3

¶
dδu1
dX3

dX3

= EI2
d2u1
dX2

3

dδu1
dX3

¯̄̄̄L
0

+ EI2
d3u1
dX3

3

δu1

¯̄̄̄L
0

+

Z L

0

d2

dX2
3

µ
EI2

d2u1
dX2

3

¶
δu1dX3

Os dois primeiros termos devem ser anulados pelas condições de contorno, especifi-
cando M = EI2

d2u1
dX2

3
ou dδu1

dX3
e V = EI2

d3u1
dX3

3
ou δu1 nas extremidades da viga. Uma vez

que a equação diferencial é de quarta ordem, certamente devemos ter quatro condições de
contorno.
Substituindo o termo sobrevivente no princípio, temosZ L

0

d2

dX2
3

µ
EI2

d2u1
dX2

3

¶
δu1dX3 −

Z L

0

qδu1dX3 = 0

ou Z L

0

·
d2

dX2
3

µ
EI2

d2u1
dX2

3

¶
− q
¸
δu1dX3 = 0

onde o termo entre colchetes tem que se anular em todo o domínio. A equação diferencial
da viga torna-se, portanto

d2

dX2
3

µ
EI2

d2u1
dX2

3

¶
− q = 0

Pudemos observar neste exemplo as grandes vantagens da dedução das equações através
do método variacional. Não somente a dedução em si é mais simples, mas o aparecimento
das condições de contorno de forma natural é bastante importante.

7.1.3 Método de aproximação de Ritz

A partir do princípio dos trabalhos virtuais, é possível se aproximar uma solução através
de uma combinação de funções base. A essência do método é selecionar uma combinação
linear de funções base a coeficientes incógnitos como uma aproximação para o campo de
deslocamentos e dos deslocamentos virtuais, e depois resolver um sistema de equações
algébricas para estes coeficientes. As funções base devem ser facilmente integráveis, e
devem representar razoavelmente bem a forma da estrutura deformada. Além disto, é
conveniente escolher uma série de funções que seja uma base do espaço das funções no
domínio, para que haja a garantia de convergência a medida que aumentamos o número
de funções. Por esta razão, se usam normalmente as funções trigonométricas (séries de
senos e/ou cossenos) ou polinômios.
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Dada uma série de funções bases fi, onde i varia entre 1 e ṅ, aproximamos a solução
u e a função teste δu como

u1 = αifi

δu1 = βifi

onde coeficientes α e β são constantes escalares. O princípio dos trabalhos virtuais para
vigas, Z L

0

EI2
d2u1
dX2

3

d2δu1
dX2

3

dX3 −
Z L

0

qδu1dX3 = 0

será aproximado comoZ L

0

EI2
d2

dX2
3

(αifi)
d2

dX2
3

¡
βjfj

¢
dX3 −

Z L

0

q
¡
βjfj

¢
dX3 = 0

Podemos agora colocar as constantes em evidência, e escrevermos

αi

Z L

0

EI2
d2fi
dX2

3

d2fj
dX2

3

dX3βj − βj

Z L

0

q fjdX3 = 0

e definirmos a matriz de rigidez

Kij =

Z L

0

EI2
d2fi
dX2

3

d2fj
dX2

3

dX3

e o vetor de carga

Pj =

Z L

0

q fjdX3

para que o princípio seja escrito de forma matricial como

αKβ −Pβ = 0
ou

(αK−P)β = 0
e consequentemente

Kα = P

Resolve-se o sistema algébrico para o vetor de coeficientes incógnitos α e a solução em
termos de deslocamentos é recuperada como

u1 = αifi
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Como exemplo, calculamos algumas soluções aproximadas para deflexões em vigas.
Como um exemplo trivial, calculamos a deflexão central em uma viga bi-apoiada sub-
metida a uma força concentrada F . Neste caso, a solução é simétrica e se anula nas
extremidades, e escolhemos funções base que representam esta característica, no caso,
uma série de senos ímpares

u1 = αi sin

µ
(2i− 1)π

l
x

¶
,

na qual tomaremos os três primeiros termos.
A matriz de rigidez é neste caso montada como

Kij =

Z L

0

EI2
d2 sin

¡
iπ
l
x
¢

dx2

d2 sin
³
(2j−1)π

l
x
´

dx2
dX3

Kij = (2i− 1)2 (2j − 1)2 π
4

l4

Z l

0

EI2 sin
³
(2i− 1) π

l
x
´
sin
³
(2j − 1) π

l
x
´
dX3

Supondo que a seção tranversal seja constante, a matriz fica como

K11 =
π4

l4

Z l

0

³
EI sin

³π
l
x
´
sin
³π
l
x
´´
dx =

1

2

π4

l3
EI

K22 = (4− 1)2 (4− 1)2 π
4

l4

Z l

0

EI sin
³
3
π

l
x
´
sin
³
3
π

l
x
´
dx =

81

2

π4

l3
EI

K33 = (6− 1)2 (6− 1)2 π
4

l4

Z l

0

EI sin
³
5
π

l
x
´
sin
³
5
π

l
x
´
dx =

625

2

π4

l3
EI

onde os termos fora da diagonal se anulam pela ortogonalidade da série de Fourier.
A matriz de rigidez é escrita como

K =
π4

l3
EI

 1
2
0 0

0 81
2
0

0 0 625
2


e o vetor de carga se calcula como

Pj =

Z l

0

F δ

µ
x− l

2

¶
fjdx = Ff

µ
l

2

¶
e consequentemente

Pi = F sin

µ
(2i− 1) π

l

l

2

¶
= F sin

³
(2i− 1) π

2

´
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P = F

 1
−1
1


A solução aproximada se calcula por

Ku = P

ou

u = K−1P =
Fl3

EIπ4

 1
2
0 0

0 81
2
0

0 0 625
2

−1  1
−1
1



u =
Fl3

EIπ4

 2
− 2
81
2
625


e a solução se escreve como

u=
Fl3

EIπ4
£
2 − 2

81
2
625

¤ sin π
l
x

sin 3π
l
x

sin 5π
l
x


u=

Fl3

EIπ4

µ
2 sin

³π
l
x
´
− 2

81
sin
³
3
π

l
x
´
+

2

625
sin
³
5
π

l
x
´¶

e a deflexão no meio da viga é dada por

u (l/2)=
Fl3

EIπ4

µ
2 sin

³π
2

´
− 2

81
sin
³
3
π

2

´
+

2

625
sin
³
5
π

2

´¶

u (l/2) = 2. 0818× 10−2Fl
3

EI

A solução exata é dada por

u =
F

12EI

µ
3

4
l2x− x3

¶
e

u (l/2) =
F

12EI

Ã
3

4
l2
l

2
−
µ
l

2

¶3!
=
1

48

Fl3

EI

u (l/2) = 2. 0833× 10−2Fl
3

EI

ou seja, um erro bastante pequeno.
Mas a maior vantagem do método aparece em vigas de seção não uniforme, ou em

carregamentos muito complexos. Quando as funções de base são definidas em pequenos
segmentos de viga, temos o método dos elementos finitos.
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7.2 Exercícios

1. Deduza a equação e condições de contorno da extensão de barras utilizando o PMEP.

2. Deduza a equação e condições de contorno da flexão de vigas de Timoshenko uti-
lizando o PMEP.

3. Calcule a deflexão de uma placa quadrada simplesmente apoiada em todos os lados
com uma carga transversal distribuída uniformemente usando uma série dupla de
senos com 2 termos em cada direção. (Dym & Shames)
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Apêndice A

Revisão de Álgebra Linear e
Tensores

A revisão aqui oferecida não deve ser tomada como completa ou suficiente. O leitor deve
referir-se a textos especializados para melhor esclarecer os pontos principais. Espera-se o
conhecimento das operações matriciais básicas, tais como a adição, multiplicação, inversão
e transposição.
Sugere-se que o leitor possa realizar as operações mostradas abaixos em programas de

manipulação numérica de matrizes, tais como o Matlab e o Scilab.

A.1 Matrizes

Nota: tratamos apenas de matrizes definidas sobre o campo dos reais.
Uma matriz m × n é um conjunto retangular ordenado de mn elementos. Nós a

representaremos como

A =(Aij) =


A11 A12 A13 . . . A1n
A21 A22 A23 . . . A2n
A31 A32 A33 . . . A3n
...

...
...

...
Am1 Am2 Am3 . . . Amn


de forma que Aij é o elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz. O índice i
pode variar entre 1 e m e o índice j entre 1 e n. Se as dimensões m e n da matriz forem
iguais, a matriz é chamada de quadrada.
Uma matriz transposta é definida como a matriz resultante da troca das linhas por

colunas da matriz original. Desta forma, a transposta de uma matriz m×n é uma matriz
n×m. Representa-se por AT

(Aij)
T = Aji .

111
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Por exemplo, a transposta da matriz retangular abaixo é dada por

·
a b c
d e f

¸T
=

 a d
b e
c f

 .
Uma matriz quadrada A é chamada de simétrica se

A = AT

ou seja, Aij = Aji para qualquer i ou j. Umamatriz quadrada é chamada de anti-simétrica
se

A = −AT

ou seja, Aij = −Aji para qualquer i ou j. Por exemplo, uma matriz simétrica

A =

 a b c
b d e
c e f

 = AT

e uma anti-simétrica

A =

 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

 = −AT .

Há vários exemplos de matrizes simétricas e anti-simétricas dentro da Mecânica dos Sóli-
dos; especialmente na representação dos tensores de deformação e de tensão.
A matriz identidade é escrita como I, e seus elementos por δij (delta de Kronecker).

É uma matriz com elementos unitários na diagonal e zero nos termos fora da diagonal.

I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Usaremos o símbolo I indistintamente para matrizes identidade de qualquer dimensão e
ordem.
O traço de uma matriz quadrada é definido como a soma dos elementos da diagonal.

É representado por

trA = Aii

tr

 a b c
b d e
c e f

 = a+ d+ f
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O determinante de uma matriz quadrada de dimensão n é uma função escalar n-
linear, alternada (muda de sinal com a troca de linhas ou colunas) e unitária para a
matriz identidade. É representado como det (A) ou |A|. O cálculo de um determinante
de uma matriz 3 × 3 pode ser feito pela regra de Cramer ou pelo uso do símbolo de
permutação. A forma explícita para o determinante de uma matriz 3× 3 é

detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a32a21a13

−a11a23a32 − a22a13a31 − a33a12a21
Amultiplicação de matrizes se faz por linha da primeira matriz e por coluna da segunda

matriz.

C = AB→Cij =
nX
k=1

AikBkj

A operação não é comutativa, o que é fácil de se notar tomando-se o produto de matrizes
retangulares, no qual o número de colunas da primeira matriz tem que ser igual ao número
de linhas da segunda matriz.
A matriz inversa A−1 de uma matriz quadrada A é a matriz definida por

A−1A = I

A condição necessária e suficiente para a existência de uma matriz inversa é que o deter-
minante seja diferente de zero.
Uma matriz quadrada Q é dita ortogonal se ela tiver a propriedade

Q−1 = QT

ou seja

QQT = QTQ = I

e

detQ = ±1 .

Utilizaremos apenas as matrizes ortogonais ditas próprias, com determinante positivo.
Estas matrizes representam rotações de vetores, enquanto as de determinante negativo
podem representar reflexões de eixos. Dadas duas matrizes ortogonaisQ1 eQ2, o produto
Q = Q1Q2 é uma matriz ortogonal.
Uma transformação linear entre dois vetores coluna x e y é representado matricial-

mente como

Ax = y ,
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e se A não for singular,

y = A−1x .

O problema homogêneo

Ax =λx

onde λ é um escalar incógnito e x é um vetor incógnito, é chamado de problema de
autovalores da matriz A. Os valores de λ que satizfazem esta equação são chamados de
autovalores da matriz A e os vetores x seus autovetores. Este problema pode ser escrito
como

(A−λI)x = 0

e a condição para que haja soluções não triviais para x é que

det (A−λI) = 0 ,

a chamada equação característica da matriz A. Quando o determinante é expandido,
chega-se a uma equação de enésimo grau em λ, que leva a um conjunto de n soluções.
No caso mais comum nesta disciplina, matrizes 3 × 3, a equação característica é um
polinômio cúbico em λ, que possui 3 raízes ou autovalores. Estes valores são utilizados
para determinar os autovetores da matriz utilizando a definição do problema.
A respeito de autovalores e autovetores se observa:

• Se a matriz for simétrica, os autovalores são necessariamente reais. Este é o caso da
maioria das matrizes que são usadas na Mecânica dos Sólidos.

• O múltiplo de um autovetor é um autovetor; para fins de unicidade, costuma-se
normalizar os autovetores. Utiliza-se normalmente a norma k·k2 .

• Autovetores associados a autovalores distintos são ortogonais.

• Se várias raízes forem repetidas, diz-se que há uma multiplicidade n deste autovalor,
onde n é o número de raízes iguais.

• Autovetores associados a autovalores iguais podem ser ortogonais ou não; porém
eles são base de um espaço de dimensão igual a multiplicidade, um autoespaço. Este
autoespaço é ortogonal aos outros autovetores.

• Combinações lineares de autovetores distintos associados a um autovalor repetido
são autovalores; para fins simplificativos, toma-se n vetores normalizados ortogonais
como base do autoespaço.
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• A matriz P formada pela justaposição de autovetores normalizados é uma matriz
ortogonal que diagonaliza a matriz A.

P =
£
x(1)x(2)x(3)

¤
PPT = I

PAPT = diag (λ1,λ2,λ3)

• Matrizes singulares apresentam alguns autovalores nulos; matrizes não-singulares
não podem ter autovalores nulos.

• Se todos os autovalores de uma matriz forem positivos, a matriz é dita positiva-
definida; Se todos forem negativos, negativa definida; se forem maiores ou igual
a zero, positiva-semidefinida; se forem não nulos positivos e negativos, indefini-
da. A maioria das matrizes da Mecânica dos Sólidos são positivas, definidas ou
semidefinidas.

• O rank de uma matriz é definido como o número de autovalores não nulos desta
matriz, e a nulidade o número de autovalores nulos. Se houverem autovalores nulos,
isto é, se o rank for menor que a dimensão da matriz, diz-se que há uma deficiência
de rank. Se uma matriz tiver deficiência de rank, haverá necessidade de um número
de restrições adicionais para que ela seja inversível, este número sendo a nulidade.

A.2 Vetores e tensores cartesianos

A.2.1 Vetores

Em primeiro lugar, este texto assume que o leitor está familiarizado com os fundamentos
da álgebra vetorial. Os vetores serão representados por letras latinas minúsculas em
negrito; consideraremos apenas o espaço Euclidiano tri-dimensional dextrógiro (definido
pela regra da mão direita). As principais características dos vetores são (a) requer-se uma
direção e uma magnitude para sua completa definição e (b) define-se uma regra de adição,
no caso a regra do paralelogramo. Esta regra se traduz na representação gráfica da soma
de vetores como a diagonal do paralelogramo cujos lados são formados pelos vetores a
serem somados.
O sistema de coordenadas é definido através de três vetores unitários mutualmente

ortogonais e1, e2 e e3, nas direções dos eixos coordenados. Estes vetores são chamados de
vetores base do espaço cartesiano. Através da regra do paralelogramo, qualquer vetor a
pode ser representado como uma combinação linear dos vetores base,

a =a1e1 + a2e2 + a3e3
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onde as quantidades ai são chamadas de componentes de a neste sistema coordenado. A
magnitude a de a é calculada como

a =
q
a21 + a

2
2 + a

2
3 =

vuut 3X
i=1

aiai .

Basicamente isto significa a norma euclidiana k·k2.
O produto escalar (ou interno) de dois vetores a e b é commagnitudes a e b e separados

por um ângulo θ é dado por

a · b = ab cos θ = a1b1 + a2b2 + a3b3 =
3X
i=1

aibi .

Em particular,

ei · ej =
½
1 se i = j
0 se i 6= j = δij .

O exemplo mais comum de utilização do produto interno na Mecânica dos Sólidos é para
a definição de trabalho de uma força com um deslocamento. Este trabalho é definido
como f · u onde f é o vetor força e u é o vetor deslocamento.
O produto vetorial (ou externo) de dois vetores dois vetores a e b é com magnitudes

a e b e separados por um ângulo θ é um vetor cuja direção é normal ao plano de a e b no
sentido da mão direita, e cuja magnitude é dada por ab sin θ. Em componentes, escreve-se

a× b =
¯̄̄̄
¯̄ e1 e2 e3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

¯̄̄̄
¯̄ ,

onde o determinante pode ser calculado pela regra de Cramer ou pelo uso do símbolo de
permutação

a× b =
3X
i=1

3X
j=1

3X
k=1

εijkeiajbk .

Uma utilização comum do produto externo na Mecânica dos Sólidos é a definição do
momento de uma força em relação a um ponto, dado comoM = x× f .

A.2.2 Mudança de coordenadas

Um vetor é uma quantidade independente do sistema de coordenadas. Introduzindo-se
um novo sistema de coordenadas, podemos calcular as componentes do vetor neste novo
sistema, mas estas serão diferentes para cada sistema de coordenadas. Desta forma, para
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a representação de um vetor ser completa, o sistema de coordenadas deve ser especificado;
as componentes não podem ser dissociadas do sistema de coordenadas. Em uma repre-
sentação de um sistema físico, este sistema de coordenadas carrega em si as unidades da
grandeza representada, tal como unidades de posição, força, normal a uma área, etc.
Se o novo sistema de coordenadas for obtido através de uma translação do sistema

original, as novas componentes do vetor serão representadas simplesmente através de
adição. Como exemplo, se a origem do novo sistema ocupar um vetor posição x0 no
sistema original, um vetor posição qualquer x será representado no novo sistema como

x0 = x− x0 .
Mas a mudança de coordenadas mais importante é quando o novo sistema é obtido

pela rotação do sistema original. Representaremos os vetores base do novo sistema por
{e1, e2, e3}. Um vetor a representado no sistema original como

a =
3X
i=1

aiei

vai ser representado no novo sistema como

a =
3X
i=1

aiei=
3X
i=1

a0ie
0
i

Introduzimos agora a matriz de rotação Q. Seja o cosseno do ângulo entre os vetores
base e0i e ej representado por Qij, de forma que

Qij = e
0
i · ej .

Nota-se que Qij são os cossenos diretores dos vetores base do novo sistema de coordenadas
em relação ao sistema original, ou também as componentes dos vetores base do novo
sistema no sistema original. Então podemos escrever

e0i =
3X
j=1

Qijej

e uma vez que Q é ortogonal
¡
QQT = I

¢
, podemos também escrever

ej =
3X
i=1

Qije
0
i .

As matrizes de rotação mais simples são: rotação apenas em torno do eixo X3 (no
plano 12),

Q3 =

 cos θ3 sin θ3 0
− sin θ3 cos θ3 0
0 0 1


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e as rotações em torno de X1 e de X2 são descritas por 1 0 0
0 cos θ1 sin θ1
0 − sin θ1 cos θ1

 e

 cos θ2 0 sin θ2
0 1 0
− sin θ2 0 cos θ2


Simplificando a notação com

si = sin θi

ci = cos θi

a forma geral de uma matriz de rotação no espaço pode ser escrita como

Q = Q3Q2Q1

=

 c3 s3 0
−s3 c3 0
0 0 1

 c2 0 s2
0 1 0
−s2 0 c2

 1 0 0
0 c1 s1
0 −s1 c1


=

 c3c2 s3c1 − c3s2s1 s3s1 + c3s2c1
−s3c2 c3c1 + s3s2s1 c3s1 − s3s2c1
−s2 −c2s1 c2c1


É importante notar que a ordem das rotações afeta a rotação final, conclusão que qual-
quer pessoa que manobra um carro em uma garagem cheia de pilares. Neste caso estamos
tomando a primeira rotação em torno de X1, a segunda em torno de X2 e a terceira em
torno de X3, o que não é muito comum... Para se esclarecer as formas de se definir as
seqüência de rotações mais utilizadas, deve-se consultar um livro de Dinâmica tridimen-
sional, e se pesquisar os ângulos de Euler.
Voltando ao vetor a podemos escrevê-lo como

a =
3X
j=1

ajej=
3X
j=1

aj

3X
i=1

Qije
0
i =

3X
j=1

3X
i=1

Qijaje
0
i =

3X
i=1

a0ie
0
i

e consequentemente

a0i =
3X
j=1

Qijaj .

Similarmente,

ai = Qjia
0
j .

Esta definição de mudança de coordenadas é tão importante que costuma-se definir
vetores em função dela. Desta forma, definimos um vetor como uma quantidade com
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magnitude e direção que pode ser representado como um conjunto de componentes em
um sistema de coordenadas que se transforma de acordo a regra acima.
Há quantidades conhecidas como pseudo-vetores, que se transformam segundo a regra

a0i = (detQ)
3X
j=1

Qijaj ,

cujo exemplo mais comum é o produto externo. O determinante de Q só pode ser -1 ou
1; para rotações é sempre 1, mas para reflexões (tipo mudança de sistema destro para
esquerdo) pode ser negativo. Pode-se evitar muita confusão utilizando apenas sistemas
dextrógiros e matrizes de rotação sem reflexão, cujo determinante é sempre unitário.
É importante ressaltar que a mudança de coordenadas não afeta quantidades tais como

o produto interno. Podemos verificar que

a · b =
3X
i=1

aibi =
3X
i=1

3X
j=1

Qjia
0
j

3X
k=1

Qkib
0
k =

3X
i=1

3X
j=1

3X
k=1

QjiQkia
0
jb
0
k =

3X
j=1

3X
k=1

δjka
0
jb
0
k =

3X
j=1

a0jb
0
j

usando o fato deQ ser umamatriz ortogonal com a propriedade deQQT = I. Quantidades
que não se afetam com a mudança de coordenadas são chamadas de invariantes.

A.2.3 Tensores

Tensores são uma extensão da definição de vetores cartesianos. Assim como um vetor
representa uma direção em um determinado sistema de coordenadas, um tensor de segunda
ordem representa uma relação entre duas direções em um sistema de coordenadas. Para
explicitar esta dependência de vários sistemas de coordenadas, define-se o produto diádico

a⊗ b
como uma operação não comutativa entre os vetores e distributiva em relação a multipli-
cação por escalares. Pode-se então definir o produto diádico por componentes como

a⊗ b =aiei⊗bjej = aibjei⊗ej
ou seja, 9 componentes para cada uma das combinações diferentes de i e j. Os termos
ei⊗ej são os diádicos unitários e formam a base do espaço dos tensores de segunda ordem.
Na prática não se costuma escrever as bases unitárias, considerando-se implicitamente sua
existência.
Outro modo de se definir um tensor de segunda ordem é expressá-lo como uma relação

linear entre dois vetores

Tv = u

onde T é o tensor, e v e u são vetores. O modo mais fácil de definir um tensor é através de
uma mudança de coordenadas. Um vetor (também chamado de tensor de primeira ordem)
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muda o valor de suas componentes de acordo com a rotação do sistema de coordenadas,
segundo a regra

v0 = Qv

onde Q é uma matriz de rotação (ortonormal) entre o primeiro sistema e o segundo
sistema. Um tensor de segunda ordemmuda suas componentes com a mudança do sistema
de coordenadas de acordo com a regra

T0 = (QQ)T

onde os parênteses foram introduzidos para representar que as rotações devem ser feitas
direção a direção, de forma que

T 0ij =
3X
k=1

3X
l=1

QikQjlTkl

ou

T0 = QTQT

A ordem de um tensor pode ser definida de acordo com o número de matrizes de
rotação necessárias para representá-lo em outro sistema de coordenadas. Os tensores de
segunda ordem são usados para definir grandezas cuja definição envolve dois sistemas de
coordenadas. Por exemplo, a tensão é definida como uma força exercida sobre uma área
infinitesimal, e a representação depende das orientações da força e da superfície. Por
esta razão, sua representação é feita com um tensor de segunda ordem. Outros tensores
de segunda ordem que veremos são os tensores de deformação. Define-se deformação
normalmente usando-se os gradientes dos deslocamentos ou das coordenadas finais em
relação às iniciais; desta forma temos que derivar um campo vetorial em relação ao outro,
o que nos obriga a usar um tensor de segunda ordem.
Da mesma forma, pode-se definir tensores de terceira e quarta ordem. Em nossos

estudos veremos um tensor de terceira ordem, representado pelo símbolo de permutação,
e um tensor de quarta ordem, o tensor constitutivo (que relaciona dois tensores de segunda
ordem, a tensão e a deformação). A regra de transformação para um tensor constitutivo
é

C 0ijkl =
3X

m=1

3X
n=1

3X
o=1

3X
p=1

QimQjnQkoQlpCmnop

como se poderia esperar para um tensor de quarta ordem.
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A.2.4 Multiplicação de tensores

Há dois tipos de multiplicação de tensores: o produto externo (que adiciona as dimensões)
e o produto interno (que diminui as dimensões). O produto externo é bem fácil de se
compreender dada sua similaridade com o produto externo de vetores; já o produto interno
pode ser interpretado como uma contração de índices.
O produto externo pode ser interpretado simplesmente como o produto diádico de dois

tensores e não deve ser confundido com o produto externo de vetores. Por exemplo, se
temos um vetor (tensor de primeira ordem) a e um tensor de segunda ordem B, o produto
externo será um tensor de terceira ordem dado por

C = a⊗B
Cijk = aiei⊗bjkej⊗ek = aibjkei⊗ej⊗ek

O produto interno de tensores se faz conforme uma operação de contração de indíces,
os internos à operação.

A = C ·B
Aik =

3X
j=1

CijBjkei⊗ek

Se contraímos dois índices simultaneamente, podemos representar esta operação com
dois pontos:

J = A : B =
3X
i=1

3X
j=1

AijBij

Esta operação é bastante utilizada na Mecânica dos Sólidos, uma vez que o trabalho
realizado pelas tensões pode ser representado como uma contração entre os tensores tensão
e deformação:

W =

Z
Ω

3X
i=1

3X
j=1

σijεijdΩ =

Z
Ω

σ : ε dΩ

onde as medidas de tensão e deformação são estudadas posteriormente.

A.3 Cálculo vetorial e tensorial

Apresenta-se aqui alguns resultados básicos de cálculo vetorial e tensorial. Não serão
apresentadas as provas ou demonstrações.
Seja uma função escalar φ (X1, X2, X3) e uma função vetorial a (X1,X2,X3). Definimos

os seguintes entes matemáticos:
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• O operador ∇ (nabla), como

e1
∂

∂X1
+ e2

∂

∂X2
+ e3

∂

∂X3

• o gradiente ∇φ,

gradφ =∇φ = e1
∂φ

∂X1
+ e2

∂φ

∂X2
+ e3

∂φ

∂X3
= ei

∂φ

∂Xi

que é um vetor cuja direção é normal a superfície φ constante e a magnitude é a
derivada direcional de φ na direção desta normal;

• o divergente ∇ · a,

div a =∇ · a = ∂a1
∂X1

+
∂a2
∂X2

+
∂a3
∂X3

=
∂ai
∂Xi

que é um escalar;

• e o rotacional (“curl”) ∇× a,

rota =∇× a =
¯̄̄̄
¯̄ e1 e2 e3

∂
∂X1

∂
∂X1

∂
∂X1

a1 a2 a3

¯̄̄̄
¯̄ = εijkei

∂ak
∂xj

A.3.1 Teoremas integrais

Na Mecânica dos Sólidos, utilizamos constantemente alguns dos teoremas integrais, como
o da divergência (ou de Gauss, ou ainda de Gauss-Ostrogradski). Pode-se descrever de
forma simplista este teorema comoZ

Ω

div a dΩ =

Z
Γ

a · n dΓ ,

ou em componentes Z
Ω

∂ai
∂Xi

dΩ =

Z
Γ

aini dΓ .

Este teorema é também utilizado para tensores de segunda ordem,Z
Ω

∂Aij
∂Xi

dΩ =

Z
Γ

Aijni dΓ .

A fórmula de Green é bastante utilizado em cálculo variacional. Ele pode ser visto
como uma integração por partes generalizada.Z

Ω

∇φ ·∇ψ dΩ = −
Z
Ω

φ∇2ψ dΩ+

I
Γ

φ∇ψ · n dΓ .



Apêndice B

Revisão de Mecânica

Neste apêndice, apresenta-se brevemente os conceitos básicos da mecânica de um sistema
de partículas. Uma revisão fica a cargo do leitor, utilizando, por exemplo o livro de
dinâmica de D. Greenwood.

B.1 Dinâmica de um Sistema de partículas

Seja um sistema de n partículas, cada uma de massami, onde i varia entre 1 a n. As forças
aplicadas no sistema são chamadas de forças internas caso se manifestem de uma partícula
a outra, ou forças externas, caso provenham de uma fonte externa a estas partículas. As
forças internas são denotadas por fij onde i representa a partícula que exerce a força e j
a que partícula na qual a força age. Pela lei de Newton, fij = −fji já que a forças devem
ser de ação e reação. Além disto, estas forças devem estar na linha que conecta as duas
partículas, e fii = 0, já que uma partícula não pode exercer uma força sobre ela mesma.
As forças externas são denotadas por ti, onde o índice identifica a partícula.
A lei de Newton pode ser escrita para cada partícula como

miẍi = ti +
nX
j=1

fij (sem soma em implícita.)

Para o sistema, escreve-se

nX
i=1

miẍi =
nX
i=1

ti +
nX
j=1

fij

onde o último termo se anula. Definindo a massa total como

m =
nX
i=1

mi ,

123
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o centro de massa como

xc =
1

m

nX
i=1

mixi

e força externa total

t =
nX
i=1

ti ,

pode-se recuperar a forma simples da lei de Newton para o centro de massa

mẍc = t .

A conclusão mais importante é de que pode-se considerar o efeito das forças externas sobre
o centro de massa e das forças internas para se estudar o movimento relativo entre as
partículas. Obviamente, a Mecânica do Contínuo considera de forma bem mais complexa
as interações entre as partículas de um corpo.

B.2 Trabalho e Energia

O trabalho total é calculado pela soma do trabalho das forças internas e externas entre
duas configurações A e B:

W =
nX
i

Z B

A

Ã
ti +

nX
j=1

fij

!
·dxi

expressão que será simplificada definindo um vetor posição ρi = xi−xc de cada partícula
em relação ao centro de massa. A substituição nos leva a

W =

Z B

A

t·dxc +
nX
i

Z B

A

Ã
ti +

nX
j=1

fij

!
·dρi = Tc + Ti

onde o primeiro termo é o trabalho das forças externas sobre o centro de massa e o segundo
o trabalho das forças internas e externas para os deslocamentos relativos ao centro de
massa. O primeiro termo contribui com o aumento de energia cinética do centro de massa
do sistema

Ec =
1

2
mv2c

¯̄̄̄B
A

,

e o segundo termo com a energia cinética do movimento relativo:

Ei =
nX
i=1

1

2
miρ̇

2
i

¯̄̄̄B
A

.
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No caso de sistemas nos quais as forças externas obedecem a conservação de energia
mecânica (as forças externas são obtidas de uma função potencial envolvendo somente
a posição do centro de massa), podemos invocar o princípio de conservação da energia
mecânica:

Ec = Tc + Vc ,

onde Ec é a energia mecânica do centro de massa, Tc é a energia cinética da movimentação
do centro de massa, e Vc é a energia potencial associada a posição do centro de massa,
tanto originadas de um campo de forças como de um fenômeno elástico.
No caso das forças internas também serem conservativas, pode se escrever a conser-

vação da energia mecânica em sua forma comum

E = T + V .

B.3 Quantidade de movimento

B.3.1 Linear

A lei de Newton para o centro de massa pode ser integrada em um intervalo de tempo,Z t2

t1

t dt =

Z t2

t1

mẍcdt .

Se analisarmos o mesmo sistema de partículas, a massa é constante, e portantoZ t2

t1

t dt = m (ẋc2 − ẋc1)

t =
d

dt
[m (ẋc2 − ẋc1)]

ou seja, o impulso é igual a variação da quantidade de movimento em cada direção. Além
disto, as forças internas não contribuem para o impulso total, já que se anulam no sistema.
Então, na ausência de forças externas, a quantidade de movimento é constante, resultado
que é conhecido como o Princípio da conservação da quantidade de movimento.

B.3.2 Angular

O momento de uma força é dado pelo produto externo do vetor posição pela força

Mi = xi×ti .
A quantidade de movimento angular da partícula i é dada pela expressão

Hi= xi ×mẋi
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e sua derivada temporal por

Ḣi= xi ×mẍi
Pode-se tomar o produto externo na lei de Newton para uma partícula como

xi×ti = xi ×mẍi .
Somando sobre todos os pontos do sistema, obtemos

nX
i=1

xi×ti =
nX
i=1

xi ×miẍi

M =
nX
i=1

xi ×miẍi

lembrando que os momentos das forças internas se anulam.
Na ausência de momentos externos, a quantidade de movimento angular em cada

direção é constante, resultado conhecido como o Princípio da Conservação da Quantidade
de Movimento Angular.

B.4 Sistemas Contínuos de Partículas

A análise de sistemas discretos de partículas pode ser aplicada com pequenas modificações
a sistemas contínuos. Uma das possibilidades de se fazer esta passagem é através de um
procedimento de limites, possível dentro da hipótese do meio contínuo.
Utilizamos a definição de um contínuo com a distribuição de massa especificada através

de um parâmetro ρ (x), a densidade. A massa total do corpo é dada por

m =

Z
Ω

ρ dΩ

e todas as grandezas relacionadas com as partículas são agora distribuídas no corpo. Por
exemplo, a velocidade, a aceleração e a quantidade de movimento são consideradas funções
da posição (v (x) , a (x))definidas sobre o corpo.
As forças internas podem atuar em todas as direções e torna-se mais fácil definir uma

“densidade” das forças internas, chamada tensão, que é melhor estudada dentro do texto
de Mecânica dos Sólidos.
A força externa aplicada é considerada de duas formas: uma distribuição de forças

sobre o contorno Γ, que denotaremos por t e uma distribuição de forças no volume do
corpo, denotada por b. Desta forma, a força total atuando no corpo é dada por

F =

Z
Ω

ρb dΩ+

Z
Γ

t dΓ .

As forças concentradas podem ser consideradas neste contexto através das funções de
singularidade δ de Dirac, e de suas derivadas e integrais (como a função degrau unitário
de Heaviside).
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B.4.1 Conservação da Quantidade de Movimento

Escrevemos o princípio da conservação da quantidade de movimento linear como

D

Dt

Z
Ω

ρv dΩ =

Z
Ω

ρb dΩ+

Z
Γ

t dΓ

onde pode-se notar que a quantidade de movimento se calcula com a integral substituindo
a somatória, a densidade substituindo a massa de cada partícula e a velocidade sendo
considerada uma função distribuída sobre o corpo.
O princípio da conservação da quantidade de movimento angular é dado similarmente

por

D

Dt

Z
Ω

x×ρv dΩ =
Z
Ω

ρx× b dΩ+
Z
Γ

x× t dΓ

onde novamente é possível comparar com o resultado para os sistemas de partículas.
Os dois princípios acima podem expressar o equilíbrio deste corpo, bastando considerar-

se as acelerações nulas.

B.4.2 Conservação da energia

A energia cinética T de um corpo que ocupa a região Ω do espaço é expressa por

T =
1

2

Z
ρv · v dΩ .

Mas a energia cinética é apenas uma parte da energia total de um corpo. Definimos agora
uma densidade de energia interna e e sua integral E (que pode ser a energia potencial
elástica ou gravitacional, ou energia térmica) e enunciamos o princípio da conservação da
energia como

D

Dt
(T +E) = Ẇ

ou seja, a taxa que o trabalho mecânico é realizado no corpo é igual a variação da soma
das energias cinéticas e interna.
Este enunciado realmente não é de grande valia; no entanto, se a energia interna é

especificada de alguma maneira, o princípio torna-se bastante útil. Por exemplo, no caso
de corpos elásticos, a energia interna é a energia de deformação; todo o trabalho das
forças externas é armazenado ou em energia cinética ou em energia deformação. No caso
de corpos estáticos, todo o trabalho das forças externas é acumulada como energia de
deformação.
Os princípios energéticos são ferramentas bastante poderosas na Mecânica dos Sólidos,

especialmente quando combinados com o Cálculo Variacional.


