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Capitulo 1

Introducao

A Mecanica dos Sélidos é a parte da Mecanica dos Meios Continuos que estuda a defor-
macao dos sélidos sob a acao de acoes externas, tais como forcas mecéanicas, magnetismo,
eletricidade, calor, etc. A Mecénica dos Meios Continuos (Mecéanica do Continuo para os
intimos) por sua vez, é a parte da Mecénica que estuda os meios que podem ser represen-
tados pela hipétese que a microestrutura do material pode ser desprezada; desta maneira,
o corpo pode ser representado como um conjunto continuo de particulas. Esta disciplina
engloba, entre outras, a Mecanica dos Sélidos e a Mecanica dos Fluidos, cuja diferenciacao
se d4 no modelo de comportamento do material, e nao nas equacoes bésicas.

A Mecéanica dos Sélidos em si é demasiadamente ampla para ser estudada como um
todo. Convenciona-se dividi-la em algumas especialidades principais, que normalmente
sao estudadas separadamente:

e Elasticidade

Elasto-plasticidade

e Mecénica estrutural: vigas, placas, cascas

Piezoeletricidade

Viscoelasticidade-viscoplasticidade (fluidos-sélidos)

Mecanica da Fratura (Micromecanica - meios descontinuos)

A importancia da Mecanica dos Sélidos para o engenheiro é fundamental. Nenhum en-
genheiro pode considerar sua formacao completa sem um sélido conhecimento desta drea.
Os engenheiros de projeto mecénico, especialmente, devem manter-se permanentemente
atualizados, ja que o uso intensivo da Mecénica dos Sélidos é uma realidade atualmente.
A popularizacao desta drea consolidou-se especialmente com o advento de simulagoes
computacionais na década de 70 e principalmente com as facilidades de visualizacao que
tornou as simulacoes mais acessiveis nos anos 80 e 90.
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8 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Historicamente, deve-se citar entre os trabalhos pioneiros de Mecénica dos Sélidos as
experiéncias de Galileu e da Vinci para obter a resisténcia de pecas, embora sem uma teoria
adequada. Hooke propos a linearidade entre tensoes e deformagoes em 1678, o primeiro
modelo constitutivo. Mas a verdadeira base da mecéanica dos sélidos foi estabelecida pelos
matematicos e fisicos do século 18 e 19; Euler, os Bernoulli, Lagrange, Germain, Navier,
Kirchhoff, Saint-Venant, e tantos outros. H& alguns livros que contam a histéria desta
ciéncia, tais como o de Timoshenko e o de Todhunter & Pearson.

A unificagao da Mecéanica dos Sélidos e Fluidos na Mecénica dos Meios Continuos é
assunto mais recente, do iltimo meio século, quando comegou-se a estudar a elasticidade
finita mais a fundo. Compéndios como o Manual da Fisica (por Truesdell) popularizaram
esta bela abordagem, e mostraram a utilidade de se ensinar desta maneira. Na engenharia,
esta tendéncia ¢ bastante recente (ultimos 15 anos).

Por que estd havendo esta revolugao nos curriculos das engenharias? Qual a razao para
que a antiga Resisténcia dos Materiais de Timoshenko ou de Nash nao é mais adequada?

A resposta é simples: nao adianta mais colocar a énfase na solu¢do de problemas
quando todo engenheiro hoje tem a disposicao programas de computadores capazes de
fazer qualquer exercicio do velhos livros do Timoshenko parecer bésico. O maior prob-
lema hoje é conhecer a teoria o suficiente para entender as hipéteses simplificativas de
cada modelo e as limitagoes de sua aplicacao. Sabendo a teoria, por exemplo, pode-nos
fazer evitar erros (bastante comuns anteriormente) de se escolher uma teoria estrutural
(viga, por exemplo) onde a teoria nao se aplica. O que é particularmente problemético é
que a automacao dos procedimentos de solucao através de computadores cria uma falsa
seguranca para os engenheiros menos preparados, levando-os a ignorar o fendémeno fisico
e viver uma realidade virtual.

A proliferacao de programas de cdlculo de estruturas por métodos numéricos estd
permitindo aos engenheiros reduzir o custo das estruturas, utilizando cada vez menos
recursos. Obviamente, isto poe uma pressao tremenda sobre os ombros do projetista, pois
falhas de fabricacao ou de cédlculo quase certamente causarao o colapso de componentes
estruturais, nao mais protegidos por uma grossa camada de “coeficientes de seguranca”.

Estamos agora em uma era de transi¢ao, em que as normas estao se adaptando aos
novos tempos e que o engenheiro estard colocando sua assinatura com margens de erro
cada vez menores. O sélido conhecimento da teoria serd cada vez mais nossa maior
garantia.

1.1 Referéncias principais

H& muitas publicagoes de nivel introdutério de Mecénica dos Sélidos, até mesmo em nossa
lingua, tais como:

e Popov: Introducao & Mecénica dos Sélidos, Bliicher, 1978.

e Timoshenko e Gere: Mecanica dos Sélidos, LTC, 1983.
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e Beer e Johnston: Resisténcia dos Materiais, McGraw-Hill, 1982.

e ctc...

J&a em nivel avancado, nao hd muitos livros em Portugués; o leitor deve se referir a
literatura em lingua estrangeira, tais como

e Boresi, A.P., R.J. Schmidt e O.M. Sidebottom: Advanced Mechanics of the Mate-
rials, Wiley, 1993.

e Boresi, A.P. e K. Chong: Elasticity in Engineering Mechanics, Elsevier, 1987.
e Atkin, R.J. e N. Fox: An Introduction to the Theory of Elasticity, Longman, 1980.

e Dym, C.L. e .LH. Shames: Energy and Finite Element Methods in Structural Me-
chanics, McGraw-Hill, 1996.

e Spencer, A.J.R.: Continuum Mechanics, Longman, 1980.

e Malvern, L.: Introduction to the Mechanics of a Continuum Medium, Prentice-Hall,
1969.

e Lai, WM., D. Rubin e E. Krempl: Introduction to Continuum Mechanics, Perga-
mon, 1993.

e Fung, Y. C.: A First Course in Continuum Mechanics, Prentice-Hall, 1977

e Taborda Garcia, L. F. e S. F. Villaga: Introdugao a Elasticidade Nao-Linear, COPPE/
UFRJ, 1995.

1.2 Pré requisitos

Este curso requer conhecimento prévio dos seguintes topicos:

e Algebra Linear bdsica: vetores, matrizes, espagos vetoriais, autovalores e autove-
tores.

e Geometria Analitica bdsica: sistemas de coordenadas, transformagao de coorde-
nadas, vetores, cossenos diretores, planos no espaco.

e (Cdlculo: derivadas ordindrias e parciais, equagoes diferenciais ordindrias e parciais,
transformacao de coordenadas

e Mecanica: cinemadtica e dindmica de sistemas de particulas: leis de Newton; trabalho
e energia.
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e Mecénica dos Sélidos bésica: tragao, compressao, torcao, flexao, barras, vigas, flam-
bagem, tensoes, deformagoes.

s .z

O apéndice contém uma breve revisao de alguns assuntos, mas esta revisao s6 é ttil
para aqueles que possuirem uma base sélida; é sumamente importante que o aluno tenha
firmeza nestes tépicos bésicos.

1.3 Hipdtese do meio continuo

Na discussao do comportamento macroscépico dos materiais, nés desprezaremos a in-
fluéncia da microestrutura. Nés consideraremos os materiais como sendo continuamente
distribuidos sobre uma determinada regiao do espaco. Em qualquer instante do tempo, ca-
da ponto desta regiao esta sendo ocupada por uma particula do material. Estas hipéteses
qualificam a mecéanica dos sélidos como parte da mecanica dos meios continuos. Obvia-
mente, problemas microscépicos envolvendo a microestrutura do material nao podem ser
abordados diretamente por esta formulacao. Por outro lado, é impossivel se estudar o
comportamento macroscépico de uma estrutura se formos considerar o comportamento
de cada cristal de um metal.

H& muitas justificativas para a hipétese do meio continuo. Muitos pesquisadores
chegaram as equacoes da mecénica dos meios continuos a partir de hipdteses sobre o arran-
jo cristalino dos atomos, enquanto outros a encontram através da Mecéanica Estatistica,
ou mesmo de elaboradas expansoes assintéticas das equagoes das forcas interatomicas.
Mas a maior justificativa é o fato de dar bons resultados, e estar sendo utilizada com
sucesso por muito tempo.

A maior vantagem de se considerar um meio continuo estd na possibilidade de se
utilizar as ferramentas mais poderosas da matematica. Em um meio continuo, é possivel
se utilizar a definicao de limite, e com isto, o cédlculo diferencial pode ser definido.

1.4 Notacao

Introduz-se nesta secao a notacao indicial. Esta notacao tem como principal objetivo
apresentar de forma compacta as principais equagoes da Mecénica do Continuo. Esta
compacidade, no entanto, se consegue a custa da clareza das expressoes, o que requer
atencao redobrada do leitor.

Este texto utiliza apenas as coordenadas cartesianas. Se por acaso se fizer necessério
outro sistema de cordenadas, haverd uma mencao explicita no texto.

Tentar-se-a neste texto manter uma notacao consistente de escalares preferencialmente
em letras gregas mintsculas normais, vetores em letras latinas mimisculas em negrito,
matrizes em latinas ou gregas maiusculas em negrito. Mas h& excessoes...
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1.4.1 Notacao Indicial

Utiliza-se neste texto uma notagao mista tensorial - indicial. Como elementos da notagao
vetorial, os vetores serao representados por letras latinas mindsculas em negrito (v), os
tensores com letras latinas maidsculas em negrito (T), os escalares por letras gregas e
as componentes por letras latinas. Na notac@o indicial para as componentes (notagao
de Einstein) considera-se que os indices com letras latinas representam as trés diregoes
cartesianas. Em alguns casos esta regra é ignorada, mas com uma referéncia especifica ao
fato. Convenciona-se que ha uma soma implicita nos indices repetidos. Desta forma,

¢ apenas um dos nove possiveis termos de uma matriz 3 por 3, Aq1, A2, A13, Asr, Aso,
Aoz, Aszq, Aso, Ass. A expressao abaixo ¢ um dos 27 possiveis produtos

Aijvk.
mas a soma implicita de indices repetidos faz com que a expressao
Aijvj

seja um dos trés termos possiveis
3
Aijuj = g Aijv; = Apvr + Aigve + Aizvs
i=1

ou seja

Aqv1 + Ajovg + Aj3vs
Az’jvj = Agl’Ul + AQQUQ + A23113
As1v1 + Aszgvg + Assvs

O indice repetido no qual se realiza a soma é chamado de indice mudo e pode ser
trocado por outra letra.

Aijvj == Aikvk = Aiﬂ}l.
O produto interno pode ser representado como
v-u

ou

3
ViU; = E ViU; = V1U1 + VaU9 + V3U3
=1
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Dois simbolos importantes na notagao indicial sao o delta de Kronecker

61‘]':{ Osei =)

lsei=y
e o simbolo de permutacao

0 se ijk tiver elementos repetidos
€ijk = 1 se 17k for uma permutagao ciclica
—1 se 15k for uma permutacao anticiclica

onde as permutagoes ciclicas sao 123, 231, e 312 e as anticiclicas sao 132, 213, e 321.

Como exemplo de aplicacao destes simbolos, pode-se imaginar que a matriz identidade
I se escreve diretamente como 6,5, isto ¢, uma matriz na qual as componentes na diagonal
(1 =j) valem 1 e as componentes restantes sao nulas. O simbolo de permutagao é 1til
para definir o produto externo

u X V =€;5UiV;€

onde e; sao os versores dos eixos coordenados.
Na convencao da notacao indicial, um termo com soma implicita nao pode conter mais
de dois indices repetidos; termos como G;;,F;; estao incorretos (para esta notagao).

1.4.2 Exercicios

e Expanda as expressoes abaixo da notacao indicial para a somatoéria completa, forma
matricial e para a notacao vetorial - tensorial (quando possivel). Os indices mudos
vao de 1 a 3.

— Férmula de Cauchy
Tijng =1
— Quadrado de matrizes (escolha 4 termos)

F2

j

= FiypF;j

— Lei de Hooke generalizada (escolha 4 termos)
05 = Oijklﬁkl

— Elasticidade linear isotrépica (escolha 4 termos)

0ij = [MijOn + 1 (6irbj1 + 0utbjk)] €rt
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— Primeiro invariante de deformacao, traco de C
Il =tr (C) = Cl

— Segundo invariante de deformacao

1

— Terceiro invariante de deformacao
Iy = det (A) = erjx A1 Az Ask

— Matriz Jacobiana de uma transformacao

8(172'
e

e Escreva em notacao indicial:
— Substituicao de indices: dados p = pem € 4 = @€, , escreva

P-q
P xq
V.p
V xq

13
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Capitulo 2

Deformacoes

Nesta secao discutiremos como a posicao de cada particula pode ser especificada em
cada momento, e definiremos medidas da mudanca de forma e tamanho de elementos
infinitesimais deste corpo. Estas medidas sao chamadas de deformacao, e sao essenciais
para a deducao das equacoes da elasticidade.

2.1 Descricao do movimento. Coordenadas materiais
e espaciais

Discute-se neste capitulo a mecénica de um corpo constituido de virios materiais difer-
entes. Corpo é idealizado como um conjunto de particulas de tal modo que em qualquer
instante ¢, cada particula do conjunto ocupa um ponto de uma regiao fechada C; em um
espaco euclidiano tridimensional, e que reciprocamente, cada ponto desta regiao seja ocu-
pado por somente uma particula. Define-se C; como a configuracao do corpo no tempo
t.

Para descrever o movimento do corpo em qualquer instante, ou seja, para especificar
a posicao de cada particula, necessita-se de uma maneira conveniente de identificé-las.
Seleciona-se uma determinada configuragao C como a configuracao de referéncia. O con-
junto de coordenadas (X7, Xs, X3), o vetor posigdo X de um ponto de C determina unica-
mente a particula de um corpo e pode ser usado para identificd-la em qualquer instante.
Referir-se-4 a uma particula X como sendo a particula que ocupava a posicao X na con-
figuracao C. Normalmente o mais conveniente é tomar a configuragao de referéncia Cy, a
configuracao no instante inicial do fenémeno.

O movimento do corpo pode ser descrito entao como sendo a posicao x da particula
X no instante ¢, através de uma equacao

x = x (X, 1) . (2.1)

Para aplicacoes em Estdtica, normalmente se requer apenas a posicao inicial e final.
O mapeamento da configuragao inicial para a final é chamado de deformagcao do corpo.

15



16 CAPITULO 2. DEFORMACOES

Figura 2.1:

E claro que o movimento qualquer do corpo pode ser encarado como uma seqiiéncia de
deformacoes no tempo, através de formulagoes incrementais.

A relacao entre as coordenadas iniciais e finais pode ser vista como uma mapeamento
de coordenadas que se estuda em cédlculo. Desta forma, pode-se utilizar-se de conceitos
vindo do célculo, tais como a matriz jacobiana e seu determinante, o Jacobiano. A
hipétese do continuo requer que o Jacobiano da transformacao

J = det (0x;/0X ;) i,J=1,2,3 (2.2)
exista em qualquer ponto de qualquer configuragao, e que
J>0, (2.3)

pois fisicamente representa a relagao entre os elementos de volume; em uma deformacao
fisicamente possivel esta relagao nao pode ser nula. Aqui se adota a convencao que os
indices maiusculos se referem a configuracao inicial e os minisculos a configuragao final.

A interpretacao fisica desta condi¢ao é que o material que ocupa uma regiao finita do
corpo nao pode ser comprimido em um ponto ou expandido infinitamente. A condigao de
jacobiano positivo implica que a transformacao 2.1 tem uma inversa tnica,

X =x"(x1) . (2.4)

Desta maneira, em um determinado instante t, a posicao de uma particula X pode ser
dada por seu vetor posigao x (X, t). Por esta razao, as coordenadas X sao chamadas de co-
ordenadas materiais (ou Lagrangianas). Por outro lado, podemos inverter o ponto de vista
analisando uma determinada posi¢ao no espago x e verificando quais as particulas X (x, t)
passam por este ponto em um determinado momento. Reciprocamente, as coordenadas x
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sao chamadas de coordenadas espaciais. As descri¢oes da Mecénica do Continuo que uti-
lizam como varidveis independentes as coordenadas materiais sao chamadas de descrigoes
materiais (ou Lagrangianas), e as descri¢oes que utilizam como varigveis independentes
as coordenadas espaciais sdo chamadas de formulagoes espaciais (ou Eulerianas).

Na Mecénica dos Sélidos se utiliza normalmente a descricao Lagrangiana, a nao ser
em alguns problemas de grandes deformacoes como simulagao de forjamento.

2.1.1 Exemplos de campos de deformacao

e Seja um corpo originalmente ocupando a regiao {[0,{1] x [0,ls] x [0,13]} em R? que
sofra uma deformacao de tal forma que a nova posicao x de um ponto do corpo seja
descrito por

ry = le
Ty = X2
r3 = X3

Este caso corresponde a uma extensao na direcao X;. Uma translacao sem defor-
macao em x; seria descrita como

ry = k +X1
Ty = Xg
r3 = X3

e Seja um movimento de um corpo dado por

ry = X1 + Vit
Ty = X2
r3 = X3

O movimento é uma translagao sem deformagao como velocidade constante V' na
direcao de Xj;.

e Seja um movimento descrito como

1 = X7+ atX22
Ty = (14 p6t) X
r3 = X3

A velocidade de cada particula é dada por

v (X)= = | BX;
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e a aceleracao é dada por
ov (X)
ot

Este resultado por diferenciacao direta sé é possivel na descrigao lagrangiana. Se a
descricao fosse Euleriana, terfamos que inverter as coordenadas

=0

a—

t 2
Xy = my o
(1—pt)
T2
X, —
2 1+ [t
X3 = I3
e o campo de velocidade seria
oX (x) | oo
= — ﬂ:l?
V) =5 B
0

e a aceleragao nao pode ser calculada diretamente por diferenciacao, mas sim através
da derivada material.

2.2 Medidas de deformacao

H4 muitas maneiras de se medir as deformagbes em um corpo. A medida mais natural
é o vetor deslocamento de cada ponto; mais esta medida é deficiente, uma vez que o
deslocamento pode ser resultante de uma deformagao em outro ponto do corpo. A medida
mais simples é o tensor gradiente de deformacoes, definido por

- 0X,

Fiy

que é diretamente a matriz jacobiana da transformacao de coordenadas. Apesar de sua
simplicidade, esta medida ¢ pouco utilizada no entanto, devido ao fato da matriz nao
ser simétrica e pelo fato de nao ser invariante com movimentos de corpo rigido, isto é, o
tensor muda quando o corpo gira sem se deformar.

Note que neste capitulo toma-se o cuidado de se denotar indices relativos a configuragao
de referéncia como maitsculos e & configuracao atual como mintsculos. Este cuidado nao
serd mantido em todo o texto, e é raro em outros textos.

Outras medidas de deformacao sao simétricas e invariantes em relacao aos movimentos
de corpo rigido, como os tensores de Cauchy-Green. O tensor de deformacao de Cauchy-
Green a direita é definido por

C=FTF
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ou

8$k 8$k

Cry = FprFry = X X,
10Xy

e representa uma medida lagrangiana de deformacao, enquanto o tensor de Cauchy-Green
a esquerda,

B = FF?

é utilizado para descri¢oes Eulerianas. Os tensores de Cauchy-Green sao unitarios (matriz
identidade) se nao houver deformagao.

Em engenharia, prefere-se utilizar o tensor de deformacao de Green, que se anula
quando nao ha deformagoes. A definicao é deste tensor é

E=-(C-1)

DO —

ou

1/ 0x, O
Erj=—-(Cry—61j) == < k Ok 51J) ~

1
2 2\0X; 90X,

Este tensor é normalmente definido em termos do vetor deslocamento u, isto é, a diferenca
entre as posicoes inicial e final do corpo.

u=x—-X
E _1 8(uk+Xk)8(uk—|—Xk)_6
7=9 X1 X, 7

. 1 8uk Buk
Ery= 5 [(aXI +5k1> <8XJ + 6kJ) — 514

our n ouy n Ouy, Ouy,
0X; 0X; 0X;0X,

+ Okr0ky — 51J)

Ery

_1 Our N ou n Ouy, Ouy,
N 2 8XJ aX] aXIaXJ

O equivalente Euleriano do tensor de Green é o tensor de Almansi, definido por

y=-(I-B7").

N —
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Como exemplo, pode-se calcular as medidas de deformacao para um caso: seja a
posicao final dada por

ry = X1
Ty = X2 — OéXg
I3 = X3 + OéXQ

onde o > 0 é uma constante. Os tensores de deformagao sao

1.0 0
F=(01 —«a
_O a 1
1 0 0
C=FF=|0 1+a% 0
_O 0 1+a?
1 1 0 O2 0
00 o

2.2.1 Deformacoes infinitesimais

Analisa-se agora a simplificacdo de deformacgoes infinitesimais. Supoe-se que os desloca-
mentos sejam bastante pequenos. Definindo um ¢ como um mimero bem pequeno, pode-se
dizer que

u=0 (e
e por consequéncia os tensores de deformacao apresentarao as seguintes caracteristicas:

00X,  0X,

Fiy + 0.y

5,18
ox, " ax, T ox,ox, OO

CIJ:FIkaJ:

. aul an 2
_8XJ+8_)(]+51J+O(E)

_1 8u2 8Uj 2
E;; = 5 (aXJ+aXI> + O ()

C(IJ
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Desprezando-se os termos de alta ordem, define-se o tensor de deformacoes infinitesimais
€ como

€1g = 5 <3XJ +8—X1> =3 (Fiy + Fjr) — 6i;

Esta é a definicao de deformacao mais comumente usada na engenharia. No entanto,
deve-se fazer a ressalva que esta medida ¢ inadequada para problemas com grandes deslo-
camentos. Por exemplo, é impossivel se prever fendmemos nao lineares como a flambagem
e outras instabilidades geométricas.

Uma vez que os deslocamentos sao infinitesimais, hd pouca diferenca entre tomar as
derivadas em relagao as coordenadas iniciais ou finais, e a distin¢ao entre os dois sistemas
nao ¢é levada a sério. Em textos de elasticidade e mecénica dos sélidos muitas vezes nao
se faz a distincao, o que acarreta problemas sérios na hora de abordar problemas nao
lineares.

2.2.2 Taxas de deformacao

A medida da taxa de deformacao é essencial para fendmenos dinamicos, especialmente se
o material apresentar alguma propriedade que seja dependente da velocidade. Seja um
campo de deformagao descrito por um vetor posicao x (X, t), e consequentemente, um
campo de velocidades v (X, t). Determina-se agora o tensor gradiente de velocidade como

L = Vv
L. — 8vi . 81),- 8XK .
v 8xj N 8XK 8xj N

Este tensor pode ser decomposto em duas partes, uma simétrica e outra anti-simétrica,

L=D+W
onde
1
D = - (L+L'
Loy
1
W = - (L-Lf
-1
ou
1
D;; B (Lij + Lj;)
1
Wi = 5 (Lij = Lji)

O tensor D é conhecido como o tensor taxa de deformagao. O tensor W é conhecido
como o tensor de rotacdo (“spin”), ou ainda como tensor de vorticidade; este vetor sé
descreve uma rotacao de corpo rigido.
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Seja um movimento descrito como

TrK = Xl + OétX22
T2 = (1 + ﬁt) Xg
Tr3 = X3

O gradiente de deformagoes é dado por

1 20&th 0
F=|0 (1+pt) 0
00 1
e o tensor de Cauchy-Green por
1 2atX, 0] [1 20tX, 0
C=1]0 (1+pt) 0 0 (1+p4t) 0
00 1 00 1
1 2atX2 0
C=| 2atX, 4a’t’°X2+14+208t+3* 0
0 0 1
O tensor de deformacoes de Green é dado por
1 1 20étX2 0
E=- 20t Xy 40’t?°XZ2+14+28t+ 3% 0 | —1
2
0 0 1
0 OétXQ 0
E=| atX, 2a°°X3+Bt+ 1% 0
0 0 0
A velocidade de cada particula é dada por
X2
ox (X i
v =2 g
t 0

em coordenadas Lagrangianas; mas é mais conveniente neste caso utilizar uma formulacao
Euleriana. Consequentemente, manipula-se as expressoes de deslocamento para se obter

2
T2
X, = z—at
! oA (1+ﬁt>
Xy =

X3:373
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e
2
o
0x <1+ﬁt
—_—— = Bz
v ) =% fE
0
e o gradiente de velocidades por
20
0 (éwtz)? 0
L=1|0 ¢ 5 0
00 0

e o tensor taxa de deformagao é dado por

LD

1 . 1 0 (é;ﬁtf 0 5 Oxz 902 0
D = §(L+L):§ 0 5 0| T | “as? "Tm 0
00 0 0 0 0

0 a—(1+,(23t)2 0

— 2 T2
D = a(1+ﬁt)2 BlJrﬂt 0
0 0 0

enquanto o tensor de “spin” é dado por

1 . N (1+6t)*
W= (L-L)=| —agZz 0 0
0 0 0

2.3 Exercicios

e Dados os campos de deslocamentos abaixo, calcule: a) os varios tensores de defor-
magao e taxa de deformacgao, b) a variacdo de volume, c) descreva com um esbogo
e em palavras a deformagao e d) comente sobre a validade de usar deformacoes
infinitesimais. Considere o dominio na configuracao inicial como um cubo unitério.
Use ambas as formulacoes Lagrangiana e Euleriana.

— Dilatagao
T, = aX;
— Rotagao
1 = Xi
T = Xpcosa— X3sina

T3 = Xosina + X3cos«
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— Extensao simples

ry = OéXl
Ty = (X
xr3 = 5X3

— Cisalhamento simples

ry = Xl + QXQ
To = X2
r3 — X3

— Tor¢ao (considere o corpo inicialmente cilindrico com eixo X3)

ry = Rcos (X34 «)
Ty = Rsin(1X;3+ )
r3 = X3

onde R = \/X? + X3 e a = arctan (%)

— Estado plano de deformacoes:

T = X (X1, Xp)
T2 = X2 (Xla Xz)
Tr3 = X3

e (Considerando o movimento

v = kX2 4+ X,
To = kXQt + X2
T3 = X3

obtenha a descricao espacial e material dos campos de velocidade e aceleracao, e
rascunhe a forma no tempo de 2 segundos de um quadrado cujos vértices estavam
originalmente em (0, 0,0), (0,1,0), (1,1,0) e (1,0,0). Determine também os tensores
taxa de deformacgao e “spin”.

e Mostre trés exemplos de campos de deslocamento que representem deformagoes
isocoricas, provando que estas mantém o volume.



Capitulo 3

Tensoes

O conceito de forga é bastante familiar na dindmica de particulas e corpos rigidos. As
diferencas principais da abordagem destes campos para a mecanica dos sélidos é que con-
sideramos a maioria das forcas distribuidas sobre superficies ou sobre volumes, e intro-
duzimos o conceito de forcas internas a partir da interacao entre regides dentro de corpos
deforméaveis. A natureza das forcas dentro dos corpos consiste em complexas interacoes
entre forcas interatomicas, mas a mecéanica do continuos faz a hipétese simplificadora de
que as forcas em qualquer superficie do corpo podem ser representadas por um campo
vetorial definido sobre esta superficie. Outra simplificacao consiste em representar forcas
externas como a gravidade como outro campo vetorial sobre a regiao ocupada pelo corpo.

Seja 2, a regiao ocupada por uma parte de corpo em um determinado instante t e I’
a superficie fechada que a delimita. Definimos o vetor n como o vetor normal apontado
para o exterior da superficie I'; e postulamos a existéncia de um campo vetorial t (x,n)
sobre I'y um campo vetorial b (x) sobre ; de tal modo que a forca total seja descrita
como

/Flt(x,n)dF—F/ pb(x)d

941

e o momento ao redor da origem seja

/th(x,n)dF+/ px x b (x)dS2
'

(941

O vetor t (x,n) ¢ chamado de vetor tragdo (ou forga distribuida) e expressa uma forca
sobre unidade de drea. A dependéncia em x indica que t varia com a posicao da superficie
no corpo. A dependéncia em n indica que este vetor varia conforme a orientacao desta
superficie. Nas posicoes onde t estd em uma superficie externa do corpo, ele é chamado
de tragao (ou forga distribuida) superficial.

O vetor b é chamado de vetor de forca de corpo e representa a forca distribuida por
unidade de volume.

25
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Figura 3.1:

3.1 Tensor Tensao

A grandeza tensao é um conceito abstrato sem interpretacao fisica direta; no entanto este
¢ um dos conceitos mais importantes da Mecéanica dos Sélidos. A tensao em um ponto
basicamente expressa o vetor tracdo (forga interna) neste ponto para qualquer superficie
que por ele passe, isto é para qualquer orientacao Basicamente, é uma densidade de forcas
por unidade de drea; mas deve-se levar em conta tanto a orientacao da forca quanto da
superficie sobre a qual ela atua. A dependéncia destas duas orientacoes torna a grandeza
tensao um tensor de segunda ordem.

Seja um tetraedro com trés faces paralelas aos eixos ortogonais e vértice em um ponto
qualquer do corpo. A quarta face tem drea A e com a normal unitdria n, e por geometria,
as faces normais aos eixos ortogonais tém dreas A; = An;. Esta parte do corpo estd em
equilibrio; logo as forcas atuantes no tetraedro devem se anular. Estas forgas sao as forcas
de corpo e as tragoes.

Quando tomamos o limite das forcas no tetraedro quando o tamanho tende a zero,
é claro que as forcas de corpo tendem também a zero. As tragGes no entanto nao sao
canceladas, ja que sao grandezas por drea unitdria. Dado que as normais sao constituidas
pelos cossenos diretores, a for¢ca atuando em cada face paralela aos planos principais é

t(x,e1)n
t (x,e;) ng
t (X, 63) ns

e o equilibrio entre as tragoes de todas faces é escrito como

At (X, Il) =A (t (X, el) ny + t (X, eg) N9 + t (X, 63) ng)
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Define-se o tensor tensdo de Cauchy como sendo as quantidades T;; ! de tal forma que
ti (X, Il) = ,I;‘j’nj

Conhecendo-se os componentes da tensao e a normal de uma superficie em um ponto,
o vetor tracao atuando em qualquer plano neste ponto pode ser calculado pela férmula
acima.

A tensao é representada por um tensor de segunda ordem; basta notarmos que du-
rante uma transformacao de coordenadas temos que transformar tanto a forca quanto a
orientacao da superficie. Definindo uma transformacao de coordenadas por um tensor de
rotacao Q,

t'=Qt e n'=Qn (3.1)
e aplicando-no na defini¢ao da tensao
t = Tn (3.2)
QTt/ — T QTn/
tl _ Q T QTnI _ Tlnl

= T'=QTQ"

conclui-se que T é realmente um tensor de segunda ordem.

Um ponto importante a ser notado é que a definicao da tensao de Cauchy envolve as
coordenadas espaciais, isto é, a configuracao deformada. A tensao de Cauchy é portanto
uma medida Euleriana. H4 medidas de tensao considerando a configuragao indeformada,
como os dois tensores de Piola-Kirchhoff, o tensor de Kirchhoff outros entes mais exéti-
cos. Considerando as deformagoes como infinitesimais, a diferenga entre as configuragoes
deformada e indeformada é desprezivel e a distingao entre as formulagoes Eulerianas e
Lagrangianas fica sem sentido.

3.2 Equacoes do Movimento

3.2.1 Principio da conservacao da quantidade de movimento

As leis de Newton aplicadas a um sistema de particulas pode ser generalizadas para um
continuo; em particular as leis de conservacao da quantidade de movimento. Podemos
dizer que a resultante das forcas atuando em um sistema é igual a taxa de variacao da
quantidade de movimento. Aplicando para o caso de um meio continuo, a quantidade de
movimento é expressa como
/ pvdS2
Q

!Tradicionalmente, utiliza-se a letra o para tensdes; mas neste texto existem muitas medidas diferentes
de tensao, e por isto evitou-se a simbologia tradicional.
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Escreve-se o principio como

d

— pde:/t(x,n)dF—l—/pb(x)dQ
dt Jo r Q

Ha& dois “truques” aqui neste ponto. O primeiro é a Derivada Material no tempo, e o
segundo ¢ o teorema da divergéncia.

Esclarecendo em primeiro lugar a derivada material: seja uma grandeza
definida sobre um meio continuo. Se quisermos saber a taxa de variagao desta
grandeza em um determinado ponto, podemos usar a derivada espacial:

o

ot
mas se quisermos saber como a grandeza varia em uma particula, entao é
necessario se considerar o movimento desta particula.

D () = W Ox: 0
Dt "/ ot Ot Oy,

O teorema de Gauss (ou da divergéncia) nos diz que

T
r o 0z;

Usamos o fato de estarmos acompanhando todas as particulas na integral para inter-
cambiarmos a integracao com a derivagao:

Dv

p—dQ:/t(x,n)dF—i-/pb(x)dQ
o Dt r Q

Aplicamos agora a o teorema da divergéncia ao segundo termo.

D
p—de:/J}inde+/pb(x)dQ
r Q

. Dt
Du; T
Pl Q) = thJr/pbidQ
o Dt o 07; Q

Assumindo que o integrando seja continuo, podemos fazer

th N a(Ej PO

ponto a ponto em (). Este conjunto de trés equacoes sao as equagoes de movimento de
um corpo. Estas equacgoes sao a base de toda a Mecénica do Continuo; a maior parte
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das aplicacoes da Mecénica do Continuo consiste em saber resolver estas equagoes. Todos
devem sabé-las, juntamente com as hipéteses utilizadas em sua deducao. Nunca ¢ demais
repetir que esta equacao é Euleriana, porque refere-se a forgas e superficies na configuracao
deformada. Este fato vai causar uma confusao na hora de definir relacoes constitutivas
para casos de grandes deslocamentos...

Aplicando o mesmo raciocinio ao principio da conservacao da quantidade de movimen-
to angular, chega-se a conclusao de que o tensor de Cauchy é simétrico. Esta prova segue
as mesmas linhas da deducao acima e é um dos exercicios.

Exemplos: alguns estados simples de tensao

e Tensao e compressao uniaxial:

T (21, 22,23) = 0
Tij (z1,29,03) = 04j # 11

Fazendo-se uma rotacao de 7/4 em torno de x3:

T =QTQ"
cos 03 sinfs; 0] [o 0 07 [ cosbs sinfl; 0 4
T = | —sinfly cosfs; 0 0 00 —sinfs cosfs 0
0 0 L]0 0O0]]O0 0 1
. R T
L2 L2 01 00][2 220
v 2z Fo| (o008 gy
0 0 1110 00] [0 0 1
%O’ —%a 0
T = —%O’ %U 0
0 0 0

e (Cisalhamento puro

=
I
oo
=
oo o

3.2.2 Exercicios

e Aplicando o mesmo raciocinio da deducao das equagoes de movimento ao principio
da conservacao da quantidade de movimento angular, prove que o tensor de Cauchy
é simétrico.
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e Um tensor de Cauchy em um certo ponto é dado pela matriz

11 0
T=|1 -1 0
00 1

Calcule o vetor tracao atuando em um elemento de superficie definido pela orien-
tagao normal segundo o vetor (1,1,2).

e Determine a forma analitica das tragoes para um estado uniaxial de tensoes, para
um superficie definida por uma normal n.

e Mostre que o cisalhamento puro na direcao 1 e 2 é equivalente a uma tragao em um

eixo a 7 superposta a uma compressao em um eixo a %’T.

3.3 Tensoes principais

Em cada ponto de um corpo, hé certas superficies com orientacao n cujo vetor tragao
atua exatamente na direcao da normal. Escrevemos este fato como

t(x,n) = An
ou

,-Ti 'ﬂj = )\nj

(T35 — Abij) nj = 0

Esta forma define um problema de autovalores de uma matriz. A tinica possibilidade fora
da solucgao trivial é

det (I_TZJ - )\61]) =0

que pode ser resolvida para valores de A que satisfacam a igualdade acima. Os valores A
sao os autovalores da matriz, ou também chamados de tensdes principais. Os valores de
n sao as direcoes principais de tensao.

Exemplo: Ache as tensoes e diregoes principais de tensao do seguinte tensor de tensao
de Cauchy:

—

I
— =W
N O =
O N =

det = =X +3X2+6)\—38
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Resolvendo

det (T—

consiste em achar as raizes \, que sao
A1

Aa
A3

31

AL =

1
—2
4

Substituindo cada um dos A na equacao do autovetor, podemos aché-lo como

(T-A)n =
3—X 1 1 nq
1 0—X 2 ng | =0
1 2 0— A\ ns

resolvendo para A; para determinarmos a primeira normal n ficamos com

21 1
1 -1 2
1 2 -1

que nos leva ao sistema

a0
ngl) =0

D)

2ng)+n(1)+n3 =0

(1)

()+2n

(1)+2n§)20
M _ M _

Este sistema ¢ indeterminado, e adicionamos a restricao da normal ser unitéria:

2n§)+n(”+n§) 0
ny) +2nf” =0
0,0 0

() - () + (o

n _

n
gl) +2n
2

:1

como esta restricao pode ser imposta depois, resolveremos o sistema para um vetor auxiliar
v, e normalizamos depois. Por exemplo, se fazemos v; = —1 e resolvemos o sistema das

duas primeiras equagcoes, temos

Ug—l—?)g = -2
—U2+2U3 =1
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v=[-1,1,1]

Normalizando agora para satisfazer o comprimento unitario do vetor, dividimos todos
os resultados pela norma euclidiana:

IVl = /(-2 + 12412 = V3
e calculamos finalmente a normal

t 1/\/§
O A [1,1,1] _ | 1/v3
M~ VE |

Repetimos agora a operagao para os autovalores \; e A3, e os autovetores sao

0 2//6
n® = | ~1/\2 n® = | 1/V6
1//2 1//6

Interpretando os resultados, podemos dizer que nas direcoes ortogonais dadas pelas
normais {n®, n® n®}, as tensdes sio somente normais, com valores {1, —2, 4}, respec-
tivamente.

Os problemas de autovalor admitem como solu¢ao autoespagos (autovetortes associa-
dos a um tnico autovalor). H& vérias situagoes possiveis:

e Todos os autovalores podem ser iguais. Neste caso, o estado é de pressao hidrostéatica
e em qualquer eixo as tensoes sao apenas normais. Qualquer direcao é uma diregcao
principal de tensoes. O sistema de equagoes fica indeterminado. Soluciona-se o
problema achando 3 vetores ortogonais, definindo um espago.

e Dois autovalores podem ser iguais e um deles é distinto. Neste caso, uma direcao estd
tracionada (ou comprimida) e as outras duas sujeitas a uma pressao hidrostatica.
Todas as direcoes no plano das duas direcoes de autovalores iguais sao autovetores
(principais). Acha-se dois vetores ortogonais neste plano e se define um autoespago.

e Todos autovalores sao distintos. Neste caso hd trés tensoes principais.

Felizmente, como as tensoes sao simétricas, os autovalores sao sempre reais. Nao
precisaremos interpretar autovalores complexos.

3.4 Tensoes de Piola-Kirchhoff

As tensoes de Piola-Kirchhoff consistem em medidas Lagrangianas de tensao, baseadas
na geometria inicial. O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff P & definido como o vetor
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tragao to com a mesma direcao de t atuando na drea indeformada definida por Ay e ny.
Podemos definir um diferencial de forca df e um diferencial de drea dA e escrever

e consequentemente,

tg = a4 t
* 7 dA,
Por sua vez, os tensores sao definidos como
t = Tn
t() = Pn()
de onde pode-se tirar que
dA
Pny = —"Tn
"7 dA,

Usa-se agora um resultado de livro sobre a relagao entre as normais e os diferenciais de
dreas nas configuracoes de referéncia e final (que nao vai ser provado), que

dAn = det FdA; (F)" ng
para se chegar a
P=detFT (F )"

ou

1

PF”
det F

T —

O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff nao é simétrico para a maioria dos casos. Devido
a dificuldade de se trabalhar com um tensor assimetrico, criou-se o Sequndo Tensor de
Piola-Kirchhoff S no qual a forca sofre uma transformacgao de dire¢ao assim como a drea.
A definicao do tensor é dada por

S=F 'P=detFF'T(F )"

ou

1
det F
Normalmente define-se as relagoes constitutivas em funcao dos Tensores de Piola-

Kirchhof e das deformacoes de Green ou Cauchy-Green & direita. Mais raramente usa-se
as tensoes de Cauchy com o tensor de Cauchy-Green a esquerda ou o tensor de Almansi.

T = FSF' = FP




34 CAPITULO 3. TENSOES

Exemplo: se a deformacao é descrita como

Ty = 4X1

Xo
Ty = ——

? 2

X3
r3 = ——

’ 2

e o tensor de Cauchy ¢ dado por
100 0 O
T=|0 0 0],

0 00

podemos calcular o gradiente de deformacoes

40 0 10 0
F=|0 -1 0 F'=|0 -2 0 detF =1
00 —3 0 0 =2
e os tensores de Piola-Kirchhoff; o primeiro é
P = detFT(FY)"
100 0 0 0 0 25 0 0
=0 00|02 0]|=|0 00
0 00]|l0 0 -2 0 00
e o segundo ¢
S = F'P
1 0 0 25 0 0 £00
= |0 -2 0 0 00[=|000
0 0 -2 0 00 0 00

3.4.1 Equacoes de equilibrio na formulacao lagrangiana

Substituindo o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff nas equacoes de equilibrio, temos

p Dt N ail?j P

T detF detF - *dXx,

dz;
Dv; B 9 (ﬁpjkdXJ 4 b
p Dt o 8:1:]- poi
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D’Ui o 1 8(P,k) di‘j
Dt ~ detF oz, dXx

+ pb;

Do, b
det Fp DZ = a;X:) + det Fpb;
Duvi 0Py, Cooh
Po Dt aX, Pobi

No caso do Segundo tensor de Piola-Kirchhoff, as equagoes ficam

Py = X, + pobi
Dv;  dx; OSpmp 4o,
Ppr T ax,, dx, | P

3.5 Taxas de Tensao

Em muitos tipos de processos de deformacao, a taxa com que as tensoes ocorrem é um
dos parametros fundamentais. H4 vérias possibilidades de se definir uma taxa (variagao
temporal) de tensoes. A mais simples é taxa do tensor de Cauchy

.. 0
T _ET

nao ¢ uma boa medida porque nado é objetiva (invariante com a troca de sistema de
coordenadas). Medidas mais adequadas foram desenvolvidas ao longo dos anos, e as mais
comuns sao aqui apresentadas sem mais explicagoes, devendo o leitor buscar referéncias
mais apropriadas em trabalhos de reologia, plasticidade e viscoplasticidade. Os tensores
taxa de tensao mais conhecidos sao:

Tensor taxa de tensao de Jaummann

’%: T - wT + Tw
e tensor taxa de deformagao de Green-Naghdi
’i‘ =T-wT+Tw
onde w é o tensor chamado de taxa de rotacao, definido como

w:RRT
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onde R ¢ o tensor advindo da decomposicao polar de F, o gradiente de deformacées. Esta
decomposi¢ao é dada por

F=RU=VR

onde U e V sao os tensores de “stretch” a direita e & esquerda respectivamente, definidos

por
U=VCeV=VB.

H4 coisas novas demais para serem explicadas, cuja aplicagao é muito especifica para ser
tratada neste texto, e é deixada a cargo do leitor...

3.5.1 Exercicios

e Pesquise e descreva as hipoteses do estado plano de tensoes.

e Ache as tensoes e dire¢oes principais dos seguintes tensores tensao de Cauchy:

T T2 O

T=| T T 0
0 0 Ty
T T, 0 ]

T=1|Ty T O

0 0 Ty

10 1 2

T=(1 5 0

2 0 8

e Dada a descricao do movimento, calcule as deformacoes de Green e infinitesimais
e transforme as tensoes de Cauchy nas de Piola-Kirchhoff ou vice-versa; comente
também sobre as diferencas entre os dois tensores neste caso.

— grandes deformagoes

ry = §X1
1
To = §X2
r3 = 4X3
0 00
T=]10 00
0 0 100
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— Pequenas deformagoes

1 = 0.999X,
To = 0999X2
I3 = 1001X3
0 00
S=(0 00
0 0 100
— Com rotagoes
3 1
ry = ZXl + ZXlXQ
1 1
To = §X22 + gXl
5
Ir3 = ZXg
50 + 10X, —2045X: Xy 0
0 0 100

e Repita o exercicio anterior considerando um sistema de coordenadas rotacionado de
30 graus em torno de X3.

e Considerando o campo de tensoes acima, calcule o valor das forcas de corpo e das
forgas aplicadas para que um cubo unitério (indeformado) esteja em equilibrio.
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Capitulo 4

Relacoes Constitutivas

4.1 Introducao

Os resultados apresentados até aqui valem para qualquer material que possa ser consider-
ado um corpo continuo, mas sao insuficientes para descrever o comportamento de material
algum. Para completar a especificacao das propriedades mecénicas de um material, faz-se
necessarias equacoes adicionais, chamadas de relagoes constitutivas.

As relagoes constitutivas sao particulares para cada material e servem para classificar
os diversos materiais da engenharia conforme seu comportamento mecanico. As equacoes
constitutivas mecanicas relacionam as tensoes com alguma medida do movimento do cor-
po, normalmente a deformacao ou a taxa de deformagao. H4 muitas outras categorias de
equagoes constitutivas, como as que relacionam tensoes com deformacoes e temperaturas,
ou com campos elétricos ou magnéticos, que nao serao discutidas presentemente.

Historicamente, as primeiras relagoes constitutivas (e ainda as mais usadas) foram
desenvolvidas para simplificar a andlise dos fendomenos fisicos através da introducao de
materiais ideais. Este é o caso da elasticidade linear, dos fluidos newtonianos incom-
pressiveis e inviscidos, dos sélidos perfeitamente plésticos, etc. Cada um destes modelos
tem sua faixa de aplicacao e suas limitacoes devem ser sempre estudadas cuidadosamente.

As equagoes constitutivas mecénicas mais gerais sao do tipo

T="F(u,vitT,..)

onde ha uma parcela mecénica (a dependéncia do deslocamento, velocidade e tempo) os
termos nao mecanicos, expressando a dependéncia de varidveis tais como temperatura,
campos elétricos e magnéticos, e reacoes quimicas. O caso mais comum na engenharia
mecanica ¢ a dependéncia da temperatura, seja para o caso de expansao térmica, seja
para o caso de andlise de componentes operando em temperaturas elevadas, as quais
normalmente reduzem os coeficientes eldsticos dos materiais.

Como é 6bvio perceber, normalmente é desejavel que as equagoes constitutivas mostrem
independéncia em relacao aos movimentos de corpo rigido. Desta forma, é preferivel que
as equagoes sejam expressas em funcao de deformagoes ou taxa de deformagao. Os es-
forcos devem entrar nas equacoes através das tensoes, para que se relacionem todas as

39
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diregoes possiveis. Adicionalmente, é absolutamente necessario que as relagoes constitu-
tivas sejam independentes do referencial, isto é, devem ser tensoriais. Nao importa como
se mude o referencial, a relacdo constitutiva tem que expressar a mesma coisa no sis-
tema de coordenadas correspondente. Esta propriedade se chama objetividade da relagao
constitutiva.

4.2 Comportamento microscépico dos materiais

O comportamento mecanico dos materiais depende de sua microestrutura, que por sua
vez depende de seu processamento. Embora o estudo destas caracteristicas pertenca ao
escopo da ciéncia dos materiais, cita-se neste texto alguns itens basicos que influenciam nas
propriedades mecénicas de um material. A maioria dos materiais utilizado na engenharia
possui uma microestrutura policristalina, cujas caracteristicas principais estao listadas
abaixo.

e Os cristais sao formados por arranjos periédicos uniformes de dtomos ou moléculas
(o reticulo cristalino) unidos por forgas interatomicas e suas propriedades mecéanicas
depende da resisténcia destas ligacoes e de seu arranjo espacial.

e Os arranjos cristalinos possuem muitos tipos de defeitos, tais como as discordancias
do reticulo cristalino, responsaveis pela degradacao das propriedades em relacao ao
seu potencial teérico. Normalmente a densidade de defeitos depende do tamanho
relativo do cristal em relacao as dimensoes caracteristicas do reticulo. Esta é uma
razao pelo qual pegas pequenas ou com graos de cristal pequenos sao mais resistentes
que pecas grandes.

e As dreas de interface entre os cristais sao bastante desorganizadas e de resisténcia
sensivelmente inferior. Desta forma um material policristalino possui propriedades
mecanicas inferiores aos monocristais. Por exemplo, o ferro monocristalino tem re-
sisténcia tedrica de ruptura em tracao na ordem de 20GPa, e amostras de monocristal
construidas em laboratério resistem a 13GPa. O ago policristalino resiste tipica-
mente a 200 MPa e mesmo os melhores acos ligados nao passam de 600MPa.

e Os monocristais possuem propriedades que variam de acordo com a orientacao do
reticulo cristalino. As propriedades dos materiais policristalinos depende da dis-
tribuicao dos cristais; para uma distribuicao uniformemente aleatoria, os policristais
sao normalmente isotrépicos.

Outros tipos de materiais sao bastante usados na engenharia, tais como os polimeros,
constituidos de moléculas organizadas em grandes cadeias entrelacadas entre si. Os
polimeros apresentam normalmente um comportamento viscoeldstico, pelo qual o efeito
da deformacao nao se dd instantaneamente, mas sim ao longo de um certo tempo de
relaxacao.
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Outra classe bastante importante de materiais sao os materiais compostos. Em engen-
haria, chama-se de materiais compostos aqueles em que a mistura ocorre macroscopica-
mente. A categoria mais comumente utilizada de materiais compostos sao os compostos
laminados e fibrosos.

4.3 Elasticidade

Na elasticidade postula-se que o trabalho das forgas externas fique acumulada de alguma
forma (ao invés de dissipar-se), para que o corpo retorne a posicao original apds a retirada
da carga. Postula-se a existéncia da fungao densidade de energia de deformacao W, que
deve satisfazer as seguintes propriedades:

e W é uma funcao somente dos componentes de deformacao

e Se I, ¢ a energia cinética e E; é a energia interna total de um certo corpo, entao a
taxa de variacao de F.+ E; deve ser igual a taxa de aplicagao de trabalho mecénico
sobre o corpo (Principio da conservagao da energia mecanica)

Através desta definicao, pode-se dizer que energia eldstica guardada em um corpo é
dada por

By = Wds) .
QO

A forma da funcao densidade de energia de deformagao W é a chave para toda a
elasticidade. Pode-se supor, por exemplo, que W seja uma funcao do gradiente de de-
formacoes F', mas este tensor nao ¢ invariante com movimentos de corpo rigido. Desta
forma, a melhor maneira de se expressar W é como uma funcao de um dos tensores de
Cauchy-Green, ou através do tensor de Green. Portanto,

W =W (C)

O trabalho, ou melhor, a poténcia das forcas externas pode ser obtido fazendo-se o
produto interno da equagao de movimento pela velocidade:

(V-T+b)-v:<p%>.v
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Integrando no dominio e aplicando o teorema da divergéncia

/t'VdF—l—/b'VdQ:i/lpV~VdQ+/DITdQ
r 0 dt Jo 2 Q

obtem-se a equagao acima, o balango energético. O termo

/D:TdQ
Q

é chamado de poténcia das tensoes. Se o material é eldstico e admitindo que toda a
poténcia das tensbes é armazenada na forma de energia de deformacao, pode-se entao
escrever que

d

WdQ /D T dS},
dt

ou através de argumento de continuidade e definindo W em funcao do estado original,

pDW

=T:D.
Po Dt

Manipulando a expressao acima (expandindo a derivada pela regra da cadeia), pode-se
chegar a

ow
8Eij

Sij —
e dizer que a energia eldstica guardada em um corpo ¢ dada por
1
ol 2 Q0

A hipétese da existéncia da fun¢ao energia de deformacao caracteriza o que se chama de
Hiperelasticidade. E um conceito mais genérico que a elasticidade comumente encontrada
nos livros texto.

4.3.1 Elasticidade “Linear”

Aceitamos agora a seguinte forma quadratica para a funcao energia de deformagao:

1
W = EEijCz’jklEkl

onde Cjji ¢ um tensor constante. O tensor é constante, embora os coeficientes variem
com a rotagao do sistema de coordenadas,

;jk:l = le@jn QklepCmnop
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0 que prova que é um tensor. Neste caso, as tensdes sdo dadas por
Sij = Cijri B

caracterizando uma dependéncia linear entre tensoes (de Piola-Kirchhoff) e deformagoes.
Esta é a equagao constitutiva geral para a andlise de grandes deslocamentos em materiais
eldsticos lineares. Nao se pode relacionar diretamente o tensor euleriano de tensoes de
Cauchy T com o tensor lagrangiano de deformagoes de Green E porque a relagao nao
satisfaz a condicao de objetividade da relagao constitutiva. Este é um erro muito comum,
infelizmente, presente inclusive em programas comerciais de elementos finitos. Ha, no
entanto, a possibilidade de se exprimir objetivamente uma relagao constitutiva isotrépica
relacionando o tensor tensao de Cauchy com o tensor euleriano de deformagoes de Almansi
ou com o tensor de Cauchy-Green a esquerda.

Uma vez que tanto as tensoes como as deformagoes sao simétricas, pode-se concluir
que muitos dos termos do tensor constitutivos sao repetidos. Por exempo, a simetria das
tensoes nos garante que

Cijir = Cjinl

e a simetria das deformacoes nos permite escrever
Cijrl = Cijix

Além disto,pela forma da energia de deformacao ser quadratica, pode-se dizer que
Cijrl = Chuiij

Desta forma, dos 81 termos de C, apenas 21 sao independentes. Muitas vezes se
expressa a relacao constitutiva de forma compacta, utilizando somente os indices nao
repetidos na seguinte convencao:

( Si1 ) [ Ciin Chizz Ciizs Ciiis Ciias Ciie | [ B )
Sa2 Cao2o O3z Caziz Cozsz Chorn E
Ss3  _ Cs333 Csz1z Cszaz Casio E33
S13 Ciz13 Cizaz Chaiz 2E13
So3 simet. O3 Cazia 2E53

[ S12 | i Ci12 | | 2E12 )

4.3.2 Simetrias constitutivas

A classe mais importante de materiais eldsticos sao os materiais isotrépicos. Estes mate-
riais apresentam as mesmas propriedades em relacao a qualquer orientagao. Expressamos
esta independéncia como

C;jk:l = le@jn QklepCmnop
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para qualquer matriz de rotacao Q. Pode-se provar que os tnicos tensores 3x3x3x3 que
satisfazem esta condicao tem a forma

Cijit = 05501\ + (001 + 0adji) 1t

[ A +2u A A 0 0 0]
A2 A 0 00
B A+2u 0 0 0
C= 0 0
stmet. ©w 0

L K

onde )\ e i sao os coeficientes de Lamé. Portanto, um material isotrépico apresenta apenas
duas constantes independentes, a escolher entre as varias opgoes, como F e v, EF e G, G
e Kk, etc. Os materiais mais comuns em engenharia mecénica podem ser analisados como
isotropicos, especialmente os metais policristalinos, cujo tamanho de grao é pequeno em
relagao ao tamanho da pega.

Suponhamos que o material apresente algum tipo de simetria, seja cristalogrifica,
ou através de uma microestrutura periédica ou estatisticamente periédica. Neste caso,
pode-se prever que o tensor constitutivo tem algum tipo de simetria. Como exemplos, se
o material apresentar um plano de simetria com normal em X3, pode-se afirmar que o
tensor constitutivo tem a forma de um material monoclinico,

[ Ciin Crize Chiss O 0 Cii12
Cara  Caazs 0 0 Ca912
Cizis Cises 0
stmet. Cazaz 0
i Cr212 |

e apresenta 13 coeficientes eldsticos independentes.
Com dois ou tres planos de simetria, o material é ortotrépico e apresenta nove coefi-

cientes eldsticos independentes

[ Ciin Crize Chiss O 0 0
Ca2  Caazs 0 0 0
Ciziz 0 0
simet. Casas 0
i Ci212

Muitos materiais podem ser analisados considerando a ortotropia, como a madeira, resinas

reforcada com fibras, etc.
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H& dois casos particulares importantes dos materiais ortotrépicos. Se o material é
isotrépico em um plano, ele é chamado de transversamente isotrépico e apresenta 5 coe-
ficientes elasticos independentes:

[ Ci111 Crize Chsz 0 0
Cinn Cuss 0 0

Cs3zz 0 0

Cizis 0
stmet. 01313

o O O OO

% (Cii1 — Cizn2) |

como no caso de materiais reforcados com fibras em uma sé direcao ou metais trabalhados
em uma direcao.

Se o material apresentar simetria com relacao aos planos bissectores dos coordenados,
o material apresenta simetria ciibica com trés coeficientes independentes.

[ Cii11 Chiza Chrise 0 0 0 i
Ciin Ch2e 0 0 0
Cun 0 0 0
C =
Ci212 0 0
stmet. Cio12 0
i Ci212

O modo de determinacao das propriedades é bastante complexo. Para o caso de
matais e materiais isotrépicos em pequenos deslocamentos, pode-se fazer ensaios uniax-
iais e utilizar a deformagao lateral para obter-se os demais coeficientes. Para os demais
materiais, pode-se fazer vdrios ensaios em varias orientagoes do material para se obter
as propriedades, ou ainda utilizar métodos acusticos. Se for possivel obter um mode-
lo de um volume representativo do material, pode-se utilizar métodos de estimacao das
propriedades através de modelos matemaéticos, como a homogeinizagao.

Para propriedades em grandes deformacoes, a metodologia de obter as propriedades
do material sao bem mais complexas, envolvendo criar modelos de comportamento e
comprova-los através de exaustivos ensaios. Este é o caso dos modelos de plasticidade ou
de grandes deslocamentos em borrachas.

4.3.3 Elasticidade Linear infinitesimal

Se, adicionalmente, admitirmos que os deslocamentos serao infinitesimais, podemos fazer
as seguintes simplificagoes:

T ~ S
E ~ ¢

e escrevermos a forma usual da Elasticidade infinitesimal linear (anisotrépica)

Tij = Cijuicr
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que é a forma presente na maior parte das aplicagoes industriais anisotrépicas, como em
materiais compostos.

Se o material for isotrépico, a forma de C é dada pelas constantes de Lamé,
Cijkt = 0ij0lA + (0idj1 + 6abjk) 1t

forma bastante usual entre os fisicos. Em engenharia, prefere-se trabalhar com constantes
diferentes, como o médulo de Young, o coeficiente de Poisson, ou o coeficiente volumétrico.
As férmulas para a conversao das constantes eldsticas isotrépicas sao bastante conhecidas,
mas repetiremos algumas aqui

3N+ 2
B

k=3\+2u

Se o material for ortotrépico, escreve-se normalmente os coeficientes em funcao da
inversa de C, a matriz de elasticidade.

r 1 v v
BoE R 0 000
A om hH 0 00
a1 2 L 0 0 0
Cl=1 0" o 0 L 0 o (4.1)
H13
0 0 0 0o L+ 0
Hos
0 0 0 0o 0 L
L Hi2
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onde se usa as seguintes constantes de engenharia:

En

Es

Es

Vi3

Va3

Vig

13
Has
25D

—0110223 + C11032C33 + 2053015013 — 0220123 - C'122033

C22C33 — C3
—0110223 + C11032C33 + 2053015013 — 0220123 - C'122033

C11C33 — Cfy
—C11C3 + C11C59C33 4 2053015013 — CyCFy — CF,Css

C(116122 - 0122
013022 - C'12(723 — ﬁ
CpCa—CZ 1 Cy
C(11(723 - CY126113 . C(2

CnCym—C% 20,

C(126133 - 013023 — ﬁ
CyCss — C3, e

2044

2Css5

2C66

47

(4.2)

No caso de simetria ctibica, os médulos sao iguais nas trés diregoes. A diferenca em
relacao a isotropia ¢ que o modulo de cisalhamento independe do médulo de Young e do
coeficiente de Poisson.

Os materiais ortotrépicos nao mantem a forma da matriz invariante com as rotacoes;
na verdade, é possivel que a matriz seja cheia se as direcoes principais do material nao
estiver alinhada com os eixos. Por exemplo; dado a seguinte matriz constitutiva de um
material com simetria ctibica

onde

(1 05050 0 0

051 050 0 0
c_|05051 0 0 0

0 0 0 010 0

0 0 0 0 010

(0 0 0 0 0 01|

Cii22 + 2C1212 AChina

a matriz constitutiva em uma dire¢ao de /6 radianos em torno de X3 e X5 é dada por

3 _v3 _1
4 4 2
Q=1 £ o0
V3 1 VE]
4 4 2



48 CAPITULO 4. RELACOES CONSTITUTIVAS

e o tensor constitutivo vale nesta orientacao

C!, = A414C11+ 586C12 + 1.172C66
Cl, = .281C11+ .719C12 — 563C66
Cly = .305C11+ .695C12 — .609C66

', = .095C11 — .095C12 — .189C66

Cl. = .081C11— .081C12 — .162C66
Cly = .141C11— .141C12 — 281C66
Cj, = .625C11+ .375C12 + .7T50C66

ete.

Como pode-se notar, a matriz apresenta nesta orientacao os termos de acoplamento entre
as deformacoes normais e cisalhantes.

4.3.4 Dilatacao térmica

O estudo da dilatacao térmica de metais utiliza, para a maioria dos casos, a hipdtese
de que as deformagoes térmicas sao lineares na temperatura. Desta forma, escreve-se a
relacao constitutiva para a chamada Termoelasticidade como

Ti; = Cijii (B — agAT)

onde ¢ é o tensor de coeficientes de dilatagao térmica. Em alguns casos, define-se um
tensor de tensoes térmicas

67;3' = UijkiCgl
de modo que a relacao constitutiva possa ser escrita como
Tij = CijrBr — B AT .

Para materiais isotropicos, normalmente se considera que as dilatagoes térmicas sao
também isotrépicas, isto €,

a=al
e as relagao constitutiva fica

T;j = ((5”5].3;)\ + (6ik5jl + 6il6jk) ,u) (Ekl — Oz(SkZAT)

Tij = 0\ (Egr, — aAT) + 2u (B — abuAT) .

Obviamente pode-se questionar a validade deste modelo para altas temperaturas.
Neste caso, deve-se considerar a variagao das propriedades eldsticas com a temperatura,
E(T) e v(T), e se o material for permanecer muito tempo tensionada em alta temper-
atura, a fluéncia.
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4.3.5 Modelos constitutivos para borrachas

As borrachas sao normalmente modeladas como materiais eldsticos isotrépicos incom-
pressiveis. Uma vez que sao materiais eldsticos, considera-se que haja uma funcao energia
de deformacao W que represente o acimulo de energia mecénica no corpo. A forma geral
destas funcoes é

W = f(C) .

Uma vez que o material é isotrépico, as propriedades tem que ser as mesmas em
qualquer direcao. Podemos escrever esta dependéncia como

W= £(C) = f(QCQ")

para qualquer matriz de rotagao. Esta independéncia em relagao a rotagoes pode ser
expressa de outra forma. Todo tensor apresenta seus invariantes, que sao grandezas que
nao variam com rotagoes do sistema coordenado (como o nome sugere). Se expressarmos
W como uma funcao de C somente através dos invariantes de C, certamente estaremos
descrevendo um material isotrépico. Como um tensor de segunda ordem tem trés invari-
antes, podemos escrever

W = f (117-[27-[3) )
onde os invariantes sao expressos como

L =Ci = Cip + Cy+ Csg

1
L = 5(CaCy = CiiCi)
= (1109 + C11C33 + CC33 — (C12Ca1 + C13C31 + Ca3C50)

Is; = detC
= (11020033 + C12C53Cs1 + C13C51Cso
—(11023C59 — C12051C33 — C13C%C3; .

Exemplo: Provar que a relagao constitutiva linear isotrépica satisfaz a forma acima.

1
W = §EijcijklEkl ;

onde

Cijkr = 0ij0lA + (0inb 1 + 0adji) fo -
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Solugao:
W = E;; (601 + (6051 + 6abjk) 1) En
W = E;;6ij6u By + Eij (61051 + 60 k) LB
W = AE;; By, + 2By Ey,

W= (t?"E)2 + 2M (Ek:lElk)

onde o primeiro termo é uma funcao do primeiro invariante e o segundo uma funcao do
segundo e do primeiro invariante.

Se adicionalmente o material for incompressivel, podemos escrever a seguinte equacao:

detF =1

detC = det (F2):1
I; = 1

e consequentemente

W = f (IIvIQ}

H& muitos modelos diferentes para borracha, todos baseados na forma acima. Os mais

conhecidos sao os que usam uma expansao em série de Taylor em I; e I5. Como exemplo,
o modelo de borracha de Mooney-Rivlin utiliza os termos lineares da expansao

W=, (I —3) + Co (I — 3)
;=1 ’

onde a subtragao de trés é para que a energia seja nula na posicao indeformada.
As tensoes de Piola Kirchhoff sao calculadas por

ow

Sij = 9E,

Outros modelos bastante utilizados sao os de Rivlin-Saunders, que adiciona os termos
quadréticos na expansao da energia de deformacao, e o modelo de Ogden, bem mais
complicado por se basear nas deformagoes principais.

Outro material cuja relagao constitutiva é similar & da borracha é o propelente sélido
de foguetes, também considerado isotrépico, incompressivel e hipereldstico.
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4.4 Elastoplasticidade e outras relacoes constitutivas

Grande parte dos materiais, especialmente os materiais diiteis, podem ser bem aproxima-
dos pelo modelo da elasticidade linear até um certo limite de tensao. Apds este limite,
estes materiais apresentam deformacoes permanentes, que nao desaparecem apos a apli-
cacao da carga. Uma vez que a elasticidade prevé a reversibilidade dos fenémenos, este
comportamento é claramente ineldstico. Este fenomeno é chamado de plasticidade, e se
difere da viscoelasticidade pelo fato de que a tensao resultante é modelada como indepen-
dente da taxa de deformacgao.
Trés tipos de relagao entre as varidveis de campo sao necessarios:

e relagoes tensao-deformagao para o comportamento eldstico
e relagoes tensao-deformagao para o comportamento plastico

e um critério de escoamento, que decide se uma determinada particula de material
estd se comportando elasticamente o plasticamente.

Com este tipo de modelo, certamente o modelo de plasticidade é nao-linear, mesmo
que se considere que os deslocamentos sao infinitesimais.
Os critérios de escoamento tem normalmente a seguinte forma

f(T) <k?

onde o fator de encruamento k£ depende da deformacao acumulada. Se este fator for con-
stante, considera-se que nao ha encruamento do material. Se f (T) < k?, o material est4
se comportando elasticamente. Se f (T) = k? o material estd escoando. Normalmente, na
literatura de plasticidade, se fala em superficie de escoamento, definida por f (T) = k%
Esta superficie estd definida no espago das tensoes, de dimensao 6, ou no espaco das ten-
soes principais, de dimensao 3. Se a tensao estiver dentro da superficie, o comportamento
é eldstico, se estiver na superficie o material estd escoando, e obviamente nao se pode
estar fora da superficie.

4.4.1 Elastoplasticidade isotrépica

A elastoplasticidade é um fendémeno muito dificil de ser analisado para um caso geral de
materiais anisotrépicos, a maioria dos estudos tem se limitado a materiais isotrépicos,
principalmente metais policristalinos.

O critério de escoamento mais comum é o de von Mises-Hencky-Huber, pelo qual
0 escoamento comeca em um ponto quando a méxima energia de distorcao atinge um
determinado limite.

V2 = (Ty — ) + (T, — T3)° + (Ty — T)*

onde T; sao as tensoes principais.
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As deformacoes sao divididas na parte eldstica e pldstica como
Sij = Cijrl (Ekl - E;i?) ;

0 ~ . . .
onde E](cl) representa a deformacao residual que sobraria se as cargas fossem retiradas.
Para evitar esta separacao, muitas vezes se deriva esta equacao no tempo e se expressa
somente com a relagao eldstica como

Tij = Cijr Dy

onde D ¢é a taxa de deformagao e T;; ¢ uma taxa de tensdo (motivo de muita controvérsia,
pois ha vdrias maneiras de se definir taxas de tensdo). Para materiais isotrépicos

ﬂj = AéijDkk + Q,MDZJ
e pode-se inverter a relacao para

1. A

— — T -
21 20 (3X\ 4 21) RREi

Para a relagao constitutiva pléstica, considera-se a separagao da taxa de deformacoes
na parte eldstica e na parte plastica

D =D®4+D®

onde a parte eldstica obedece a relagao constitutiva acima. J& para a parte pldstica,
as teorias mais simples postulam que o critério de escoamento funciona como potencial
pléastico, e consequentemente

(P) _ 4 of
Dij _AaT;--’

onde A é uma funcao de encruamento, isto é, o aumento da tensao de escoamento de
acordo com a deformagao pldstica ja sofrida.

Estas equacgoes sao resolvidas iterativamente. Calcula-se as tensoes e deformacoes elds-
ticamente, e o que passar do critério de escoamento é resolvida calculando-se a deformacao
pléstica até se obter o equilibrio.

Este tipo de solucao é utilizado para cédlculos de pecas submetidas a deformacoes
plasticas, como estruturas leves e simulagao de colisoes de veiculos. Mas a principal
utilizacao é a simulacao de processos de fabricacao, como estampagem e forjamento.

H4 modelos mais simples de plasticidade, sem a fase eldstica (para simulagao de
grandes deformagoes, como forjamento). H& também modelos sem encruamento, para
casos que a deformacao pléstica é pequena.
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4.4.2 Viscoelasticidade

Muitos materiais utilizados em engenharia (entre os quais os assim chamados “plésticos”,
ou metais em alta temperatura) apresentam simultaneamente caracteristicas de sélidos e
fluidos viscosos. Estes materiais sao chamados de materiais viscoeldsticos ou viscopldsti-
cos. Nestes materiais, os fendmenos de fluéncia e do relaxamento das tensoes.

Fluéncia é definida como o aumento das deformacoes ao longo do tempo, sem que haja
o aumento das tensoes. Reciprocamente, o relaxamento é a diminuicao das tensoes em
um corpo sem que haja o aumento de deformacao.

A relagao constitutiva para este tipo de material tem a seguinte forma

6T‘Z'j = Gijkl (t - T) 6Ekl (7')

onde Gjji; sao fungoes decrescentes no tempo, chamadas de fungoes de relaxamento. As
tensoes podem ser calculadas integrando a relacao constitutiva no tempo

¢ dE
T’ij = / Gijkl (t — 7') ?kldT .

—00

Se G for independente do tempo, recaimos na elasticidade linear. Se G for a funcao
delta de Dirac, recaimos em um fluido...

4.4.3 Exercicios

e Em duas dimensoes, a equagao constitutiva de um material eldstico linear é expresso
na forma compacta por

Sll C'1111 C'1122 C'1112 Ell
S22 = C’2211 C’2222 C’2212 E22
S12 C’1211 C’1222 C’1212 2E12

Escreva a matriz constitutiva em forma compacta para um material ortotrépico em
duas dimensoes.

e Prove que a equagao constitutiva isotrépica
Cijer = 0ij0A + (0ixd 1 + 6udji)

realmente nao varia com a rotacao do sistema de coordenadas. Sugestao: utilize a
ortogonalidade da matriz de rotacao.

e Um fluido Newtoniano ¢ definido através das seguintes hipéteses: o material é
isotrépico, a pressao depende apenas da parte esférica do tensor de tensao de Cauchy
e a taxa de deformacao é proporcional a parte desviadora do tensor tensao de Cauchy.
Escreva estas hipoteses em equacoes.
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e Dado o tensor constitutivo ortotrépico

[ 200 30 10 0 0 O
100 10 0 0O O
50 0 0 O
106
¢=10 60 0 O ’
sim. 80 0
i 120 ]

calcule sua forma para um sistema de coordenadas rotacionado de 7/6 radianos ao
redor do eixo x3.

e Escreva a matriz constitutiva para um material isotrépico linear em funcao das
constantes de engenharia F e v.

e Dado um campo de deformagoes descrito por
ry = X1 +1 X 10_3X1 +2 % 10_3X2
Ty = X2 +1 X 1073X22
r3 = X3
em um sélido ocupando [0, 1] x [0,1] x [0, 1], calcule:
— as deformacgoes de Green e infinitesimais e um esbogo da deformacao;

— as tensoes de Cauchy e de Piola-Kirchhoff, considerando o tensor constitutivo

dado por
[ 200 30 100 0 0 ]
100 10 0 0O O
A6 50 0 0 O _
C=10 60 0 O ’
sim. 80 0
i 120 |

— o valor da forca de corpo para que o sélido esteja em equilibrio sem tracoes
aplicadas;

— a energia de deformacgao.

e Dado um campo de deformagoes descrito por
X1

= Zlix

T 2X22+ 2
2X3

o=

T3y = X3

em uma borracha de Mooney-Rivlin ocupando [0, 1] x [0,1] x [0, 1], calcule:



4.4. ELASTOPLASTICIDADE E OUTRAS RELACOES CONSTITUTIVAS %)

— as deformacgoes de Green e Cauchy-Green a direita;

— os invariantes de deformacao;

— a energia de deformagao dado que C; = 10 e Cy = 5;

— o campo de tensoes no segundo tensor de Piola-Kirchhoff;

— e o campo de tensoes de Cauchy.

e Em um ensaio de tracao, onde um corpo de prova estd submetido a tensao uniaxial,
um corpo de prova de 10mm de didmetro atingiu o regime de escoamento com
3800kgf de forca aplicada. Para que acontega o escoamento em outras situagoes,
dados pelos seguintes estados de tensao, determine o valor de um fator o :

T

T

[0 0 1
000
| 100
[0 —1 2
-1 0 0
2 0 0
(1 0 0]
010
|0 0 1]
1 0 0]
020
| 0 0 0]
(2 1 —1
1 30
-1 0 6

e Escolha uma relacao constitutiva para cada um dos problemas abaixo e justifique
cuidadosamente a escolha em um paragrafo:

— Forjamento de aco

— Estampagem de chapas de cobre

— Injecao de um termopldstico em um molde

— Projeto de um tanque de resina reforcada por fibras

— Vibragao de um eixo de metal

— Ani&lise de colisao em veiculo

— Fadiga de alto ciclo

— Fadiga de baixo ciclo

— Vibracao de um coxim de borracha
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Capitulo 5

Solucao de Problemas

Neste capitulo, introduz-se alguns métodos gerais de solugao de problemas da Mecanica
dos Sélidos.

5.1 Formulacao do Problema

Dado um certo corpo definido como continuo, podemos expressar as varidveis de estado
deste corpo através do seguinte sistema de equagoes:

AT
X
\\ Q2
O 0Q

Figura 5.1:

0T, Dv;
- Q 1
axk—i-bZ Ppr em Y (5.1)
S=S(E,T) em y, (5.2a)

o7
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1 (0u;  Ou;  Ouy Ouy \ .
Eij = 9 ((‘3X] + 8XZ + 8XJ aXZ) m Qo,, (53)

U; (X17X27X3) =4g; (Xl,Xg,Xg,t> VE@Ql
T%j’flj =1 (ZL‘l,l’Q, xs, t) \V/(l'l, 1'2,1’3) - 892
0 U 0y = 002
80 N A, = {0}

As relagoes (5.1) sao as equagdes de movimento, (5.2a) s@o as equagoOes constituti-
vas, (5.3) é a relagdo cinemética e 5.4 sao as condigoes de contorno. Resolvendo-se este
conjunto de equagoes, pode-se determinar a deformacao do corpo ao longo do tempo.

Aparentemente, nao é muito dificil resolver um problema de mecénica dos sélidos,
especialmente com métodos numeéricos disponiveis hoje em dia. Mas a formulagao de
um problema ¢é bastante complexa, e essencial para sua a validade da solu¢ao. A com-
plexidade provem da infinidade de fatores que o engenheiro deve levar em consideracao,
especialmente considerando sua responsabilidade na confiabilidade do componente. Além
disto, esta formulagao deve ser matematicamente e fisicamente consistente para que a for-
mulacgao seja coerente com o fendmeno e para que as equacoes resultantes tenham solugao
(problema bem posto).

Os principais tipos de problemas que um engenheiro normalmente tem que resolver
sao:

1. Anilise: quando se deseja conferir se um determinado componente suporta um certo
tipo de vinculacao e carregamento. Este caso requer, principalmente, cuidado na
hora de se modelar o fenémeno fisico, e uma boa interpretacao dos resultados, de
preferéncia seguindo alguma norma pertinente (para safar-se de futuras complicagoes
legais...), e principalmente se for um laudo sobre a falha de algum equipamento.

2. Projeto: quando o engenheiro deve projetar um componente para uma determinada
fungdo. Normalmente se parte de um projeto similar (ou raramente de uma idéia
nova, ou ainda de uma otimizacao topoldgica), e submete-se a sucessivas anédlises
de tensao (e principalmente de custos de material, fabricagdo e montagem) para se
chegar a um resultado aceitdavel, e dentro das normas.

3. Otimizagao: quando um projeto deve ser melhorado para reduzir custos ou melho-
rar algum caracteristica funcional. Normalmente se faz uma seqiiéncia de projetos
sucessivamente identificando as regides onde se pode mudar o projeto (andlise de
sensibilidade) e melhorar a caracteristica desejada (otimizagao).

Para todo e qualquer problema, um engenheiro deve observar (entre outras coisas) os
seguintes pontos:
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e Em primeiro lugar, deve-se verificar-se na literatura se alguém j4 resolveu o problema
antes, e se a solucao encontrada é satisfatéria. Isto parece ser um conselho banal,
mas raramente ¢é seguido, o que tem graves conseqiiéncias.

e Deve-se considerar se a hipétese do continuo é valida. A Mecanica do Continuo
tem limitagoes bastante conhecidas, especialmente quando se considera fendémenos
que ocorrem na escala da microestrutura, tais como fratura, ou nano-tecnologia, etc,
onde a hipdétese nao deve ser usada no corpo todo. Se a hipétese do meio continuo for
véalida, deve-se selecionar quais varidveis sao importantes no caso em questao: ten-
soes, deslocamentos, deformacoes, temperatura, eletricidade, magnetismo, radiacao,
reacoes quimicas, etc. H4 muitas situagoes onde a Mecénica do Continuo é desnec-
essariamente complicada, como por exemplo quando se analisa o comportamento
de veiculos. Neste caso, um modelo discreto de corpos rigidos com a flexibilidade
concentrada em algumas molas é o suficiente para obter a resposta esperada.

e Deve-se selecionar a hipéteses simplificadoras que possam ser usadas: se o problema
é quasi-estatico ou dinamico; se é possivel reduzir o problema, através de uma
simetria, a duas ou uma dimensoes; ou se modelos estruturais tais como barra, viga,
placa ou casca podem ser usados. Esta tarefa nao é nada trivial e é causa de grande
parte dos erros de anédlise. Depois, deve-se selecionar o modelo de deformacoes
infinitesimais ou finitas. KEsta parte é relativamente fécil, embora a maioria dos
engenheiros hesitem devido ao custo mais alto da anédlise de grandes deformacoes.

2

e A préxima selecao é o modelo constitutivo, lembrando sempre que como engen-
heiros devemos dar a preferéncia para modelos mais simples, como a elasticidade
linear isotrépica, quando for possivel. Infelizmente ha intimeros exemplos de ma
escolha quando o modelo linear nao é vilido, ou a dificuldade de escolher entre
modelos de plasticidade, por exemplo. Deve-se considerar também a dificuldade de
se determinar exatamente as propriedades mecénicas de muitos materiais. No caso
de plésticos é ainda possivel testar de modo fécil estas propriedades, mas e no caso
de biomecanica?

e A determinacao da geometria deve levar em conta as tolerancias de projeto (e de
fabricagao). A parte mais dificil ¢ determinar as forcas e vinculagoes da peca. Na
maioria dos componentes mecénicos é dificil prever exatamente as forcas que estarao
atuando no corpo. Pode-se neste caso adotar-se a pior combinacao de forcas.

e A interpretagao dos resultados também ¢é bastante problemética. Devem ser levadas
em conta cuidadosamente cada uma das hipdteses assumidas acima, e adicionar os
critérios de falha.

Nao se pode comegar a calcular até que todas os itens acima estejam definidos. Adap-
tando o velho ditado aos novos tempos, “Nao compute até ver o branco dos olhos”.
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5.2 Meétodos de solucao

H& muitos modos de se resolver os problemas tipicos de mecénica dos sélidos. O ideal
seria resolver analiticamente o sistema de equagoes em cada caso, mas isto nao é possivel
devido a dificuldade em se resolver equacoes diferenciais em dominios irregulares, que sao
a maioria dos casos praticos. Sobram duas alternativas:

e Resolver numéricamente as equacoes da mecéanica dos sélidos, através de métodos
computacionais como o Método dos Elementos Finitos, Método dos Elementos de
Contorno, ou coisa que o valha (Fourier, “wavelets”).

e Utilizar solugoes prontas para algumas classes de problemas de geometria razoavel-
mente simples, o que pode levar a equagoes mais simples. Estas equacoes podem
ser resolvidas analiticamente ou numericamente. As simplificagoes consistem em
assumir certas relagoes entre os campos de tensao ou deformacao dentro do com-
ponente, e sao a base das teorias de vigas, placas ou cascas. O uso destas teoriais
(ditas estruturais) diminui consideravelmente o esfor¢o computacional; porém as
hipéteses utilizadas para sua formulacao deve ser bem compreendidas para evitar
erros grosseiros.

Em todos os casos, se houver dividas, deve-se testar um modelo simplificado do prob-
lema para estudar a influéncia da selecao das hipdteses simplificativas. Normalmente
isto é feito através de uma hierarquia de modelos: primeiramente, testa-se modelos com
flexibilidade discreta (massa-mola-amortecedor), depois modelos estruturais e apés isto
os modelos de continuo. Adicionalmente pode-se passar para modelos descontinuos apds
esta etapa. Como o custo da anélise é crescente, utiliza-se apenas nas dreas mais criticas
com os modelos mais completos.

5.2.1 Integracao analitica direta do sistema de equacoes

Em raros casos, é possivel se fazer uma integracao direta. Para que isto seja possivel, os
seguintes requisitos sao necessarios.

A geometria do dominio tem que ser bem simples, ou infinito, ou semi-infinito, ou
paralelepipedo, ou simétrico em vérias diregoes.

O tensor constitutivo tem que ser bem simples, de preferéncia da elasticidade in-
finitesimal linear isotrépica.

As condicoes de contorno tem que ser simples, preferencialmente uma sé condi¢ao
de deslocamento e de forma simples.

e O carregamento tem que ser simples, preferencialmente uma carga somente, ou
nenhuma carga, apenas o deslocamento.
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e O engenheiro tem que ser muito habil em matematica...

Exemplo: uma barra sob extensao simples, uma barra sob torcao

5.2.2 Integracao numérica direta do sistema de equacoes

Este método tornou-se possivel devido ao grande aperfeicoamento dos métodos de solugao
numérica e da reducao do custo das computacoes. Os métodos estao bastante estdveis e
confidveis para problemas lineares, e razoavelmente confidveis para problemas de autoval-
or. Muitos dos problemas nao-lineares e dindmicos ainda sao problematicos e custosos.

Embora a solucao numérica do continuo seja geral e confidvel, o custo computacional
nao é baixo o suficiente para usd-la incondicionalmente. Por exemplo, se desejamos anal-
isar uma casca reforgada (como uma asa de aviao), a solugao por continuo requer muito
mais tempo de computagao que a solucao por uma teoria estrutural de casca.

5.2.3 Meétodo semi-inverso

Neste caso, assume-se alguma hipdtese sobre a forma do campo de deslocamento ou de de-
formacao, e obtém-se equacoes mais simples relacionando as tensoes e deformacoes. Estas
equagoes mais simples sao entao resolvidas. Este é o caso das barras sob extensao simples,
no qual Hooke teorizou que haveria uma relacao linear entre tensoes e deformacoes, e que
o fendbmeno poderia ser analisado em uma sé dimensao. Este método também foi usado
para formular as teorias de viga de Euler-Bernoulli (assumindo que as se¢oes transversais
se manteriam planas e perpendiculares ao eixo e que a curvatura seria proporcional ao
momento fletor). Este é o caso das teorias de placa e casca, torgao, etc.

O método semi-inverso foi durante muito tempo o tnico possivel para a andlise de
tensoes, e até hoje as teorias estruturais dele advindas sao a base de toda a mecénica dos
solidos. As teorias estruturais advindas deste método resultam em equacoes muito mais
simples que a do continuo. Por exemplo, vigas sao reduzidas a uma geometria unidimen-
sional, placas a uma geometria bidimensional e cascas a uma geometria bidimensional em
coordenadas generalizadas. Estas geometrias simplificadas permitiram a engenheiros a
solugao de muitos problemas analiticamente ou por aproximagao numérica.

As equacoes que descrevem as teorias estruturais sao bastante simples em casos uni-
dimensionais, especialmente para vigas e barras feitas de materiais isotrépicos lineares,
e podem ser integradas analiticamente. Para o caso de placas e cascas, as equagoes re-
sultantes sao demasiadamente complexas para que um engenheiro possa resolver a nao
ser em casos triviais. Neste caso, hd tabelas disponiveis com solucoes para geometrias
simples, e o restante das solugoes s6 pode ser obtido através de métodos numéricos.

As limitacoes do método semi-inverso sao evidentes quando se analisa sélidos irreg-
ulares (que perfazem grande parte dos problemas préticos), que nao se encaixam em
nenhuma das hipéteses simplificativas das teorias estruturais, ou quando a relagao con-
stitutiva é complexa. Para estes casos, a solucao numérica direta do sistema de equagoes
da mecanica do continuo é o melhor a fazer.



62 CAPITULO 5. SOLUCAO DE PROBLEMAS

Figura 5.2:

O método semi-inverso é apropriado para a andlise através de métodos variacionais,
e as aproximagcoes numéricas de solucoes através destes métodos estd descrita em uma
secao posterior deste texto.

5.3 Solucoes exatas

Principio de Saint-Venant: Uma distribuicao de tragoes superficiais distribuidas sobre uma
pequena parte da fronteira pode ser substituida por outra, estaticamente equivalente, sem
alterar a distribuicao de tensoes suficientemente longe da aplicagao da carga.

O principio acima permite substituir as distribuicoes de carga em um corpo por uma
carga concentrada. Observe-se que nao se pode dizer nada da distribuicao de tensoes
proxima a aplicagao da carga.

5.3.1 Elasticidade unidimensional

H4 duas possibilidades de se reduzir um problema de Mecénica dos Sélidos para uma
dimensao. Pode-se utilizar uma hipétese de que a tensao seja unidimensional ou que a
deformacao seja unidimensional. A hipdtese de tensao unidimensional é utilizada para
barras.

Seja um corpo de secao transversal constante orientado com o eixo e;. Supomos
agora que todos os carregamentos t estao aplicado na direcao 1 e uniformemente na segao
transversal. Supomos também que a relacao constitutiva em relacao a um sistema no
qual e; é um dos eixos, e nao tem acoplamentos entre tensoes normais e deformacoes
cisalhantes no eixo 1, ou seja, o material é pelo menos ortotrépico.
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Temos entao que as condigoes de tracao podem ser simplificadas neste caso como
lenj = tl c1m 892
mas as cargas sao aplicadas apenas em planos normais ao eixo 1, o que diz que
Tll = tl em 892
e que as tracoes se anulam nas outras faces

tz - t3 - O
ngnj = 0
ngnj = O

T22n2 —+ T23n3 =0
T3omg + Tagng =0

No caso acima, temos que na face normal ao eixo 2, teremos 755 = 0 e na face normal ao
eixo 3, T33 =0.

Podemos assumir que as condigoes de contorno no restante da peca é de tensoes nulas
em todas as fronteiras, o que nos leva a assumir que todas as outras tensoes se anulam.
As equacoes de equilibrio sao escritas como

ou seja

onde as duas equagoes finais nos dizem que o corpo nao acelera nas diregoes 2 e 3, e se
estiver suficientemente fixo, nao se move nestas diregoes.

Resolvemos agora para alguns casos especificos: material isotrépico linear com deslo-
camentos infinitesimais. Para materiais isotrépicos, escrevemos

T = [Noyor + 1 (0rdji + 6abjn)) €r
Tll = ()\ + 2,u) €11 + )\ (622 + 833)

Elastoestdtica
Supomos que o corpo nao esteja se movendo, isto é, nao hé aceleragoes. Neste caso,
escrevemos

. 0T

0= ——
81131

+ b
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ou seja, a variagao das tensoes s6 depende das forcas de corpo. Se nao houverem forgas
de corpo,

or 1
a tensao vai ser constante, e seu valor depende apenas das cargas aplicadas no contorno.

Este é o caso classico. Supondo que haja apenas uma tracao t distribuida em uma ex-
tremidade do corpo (¢ (1,0,0)) e a outra extremidade fixa (u (0,0,0) = 0), escrevemos

0

Tllzt

Invertendo a relacao constitutiva e escrevendo na forma compacta, temos que

- 1 v v -
E T E 0 0 0
® F0o0o
Crj = Y1
I
sim. % 0
1
L. /J, -
onde
3+ 2
E Mﬂ
A+
A
-
2(A+p)
que substituido na equacao anterior nos da
A
11 i

!
Uy = / 9 11dl‘1
0
Propagacao de ondas
Outro caso bastante conhecido é o problemas de propagacao de ondas. Neste caso,
considera-se um estado uniaxial de deformagoes. Supondo que nao haja deslocamentos
nas diregoes 2 e 3,

Uy = U3 — 0
€92 = €33=0
e nenhuma forca de corpo, escrevemos

Dvl 8T11
= b
Dt 8$1 + 0
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D2U1 8T11 8511
=2 o) =2
P Dt2 89&1 ( + ’u) 81’1
D2’U,1 82u1
=(A+2
i = At 2 o,

Esta equagao descreve uma onda se propagando ao longo do corpo com velocidade /(A + 2u) /p.
Este tipo de onda s6 tem deslocamentos na diregdo de propagacao (tragdo - compressao)
assim como as ondas sonoras. Ha varios outros tipos de ondas eldsticas, como ondas de
cisalhamento e ondas superficiais. As ondas eldsticas, assim como as outras ondas, ap-
resentam as caracterfsticas de reflexao, dispersao e difragao. O estudo de propagacao de
ondas eldsticas é essencial para quem trabalha com penetracao balistica, ultrassonografia
e sismologia; e muito importante para quem trabalha com impacto.

Carga subitamente aplicada

Neste caso,

t=H(t—0)

onde H ¢é a funcao de Heaviside (funcdo degrau unitdrio). Equivale a uma propagagao
de uma onda quadrada ao longo do corpo. Consideraremos neste caso que todo o corpo
esteja na mesma tensao e deformacao. Neste caso, como se estudou em um curso béasico
de resisténcia dos materiais, as deformagoes sao duas vezes maiores que no caso estatico.
Supondo que a deformagao seja dada por

U(Xl,t)

X1
cn(Xnt) - w = / e (€0, 0) de,
0

€22 = €E33 =VEn

Ty (X1,t) = Eepp (X3,1)

D2U1 8T11 5’ (Eau1>

p Dt? - 85131 - 8331 8331

outra forma da equagao da onda. Supomos que a fungao u; seja um produto de uma
fungdo no tempo e outra no espaco (separacao das varidveis)

d*Z a>wW

weiZ - pzl
P dz?
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com

d*Z E (d*W
2= 2 == — )2
() 7= 5 () =

que pode ser resolvido como um problema de autovalores e resolvido naturalmente por
séries de Fourier.

Para uma solucao aproximada do méximo deslocamento, consideramos a condigao
de equilibrio onde a energia cinética seja nula. A energia armazenada em uma barra
deformada pode ser dada por

EAu? (1)
V="
e o trabalho produzido pelas forgas é

e o deslocamento médximo é calculado como

U =1V
2
tAu (1) = EA;‘; (0
21l

O deslocamento no caso estético é dado por
Ule (l) =tl / FE

portanto a metade do deslocamento do caso da aplicacao sibita. Ou seja, os deslocamen-
tos, deformagoes e tensoes sao o dobro do caso estédtico.

Grandes deformacdes em borrachas

Nesta secao calculamos a curva forga deformacao de uma borracha tipica. Assumimos
neste caso que a deformacgao ¢ descrita como

ry = CYXl
Ty = 5X2
r3 = (X3

de onde

55|

Il

oo
o O
o O O
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a0 0] "[a 00
C = 102380 080
0 0 p 00 B
[a2 0 0
= 0 3 0
0 0 B

Supondo que a borracha seja incompressivel,

detF =1

temos a condicao que (§ = \/g e consequentemente

(o« 0 O
Fo— [0 /20
00
[« 0 0
C =10 20
[0 0 3
L [o2-1 0 0
E:§ 0 -1 0
0 0 p*-1

Sij = 20152] + 202 (6UCk.k — Ol])

2C1 +2C2 0 0
S=|0 201 +2C; (02 4+1) 0
0 0 20, 420, (a? + 1)

Agora transformando para tensoes de Cauchy (que representaremos como 7”), temos

1
T'= FSF”"
det F
que apds a operacao fica:
2c (01(1 + 202) 0 0
T = 0 Z (Cra+ Cha® + Cy) 0
0 0 % (Cla + CQCY3 + Cg)

O que é que estd errado? Por que temos tensoes fora do eixo onde aplicamos a carga?
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Esta questao tem uma resposta bastante interessante. Uma vez que a borracha ¢ um
sélido incompressivel, hd uma pressao hidrostatica envolvida na solugao, que deve ser
adicionada a equacao das tensoes obtida da relacao constitutiva.

Igualando agora o campo das tensoes vindas das forcas externas, temos que

T=T —pI
da qual deduzimos que

2
P = E (ClOé + 02043 + Cg)

2 (0104 + 202) — % (0104 + 02043 + Cg) 0 0
T= 0 00
0 0 0

20&201 + 20402 - %Cl — %02 0 0

T= 0 00

0 0 0

Igualando o termo 77;, obtemos finalmente a relacao entre a carga e o a.

fa
Ty = —
11 Ao
f _ TllAg _ 2A0 04401 + 02(133— 0104 — Cg
(6] (6

A A
f = 2A00é01 + 214002 - 2@—301 - 2(1/—202

supondo agora que Ay = 1 podemos obter um grafico para C; =1 e Cy = 0.05

2 1
f=2a+.1—-—= ——

a2 ol
Plasticidade com encruamento

Utilizamos a forma bilinear para a plasticidade unidimensional, considerando o encru-
amento como constante. Utilizando o critério de von Mises-Hencky-Huber

20V? = (Ty — Ty)* + (Ty — T3)* + (Ts — Ty)?
ou seja, neste caso

2Y? = T2
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10

Figura 5.3: Extensao de um material tipo borracha.

e a energia de distor¢ao de escoamento é dada por ensaios. Normalmente o ensaio é de
tracao, portanto nao é necessaria nenhuma transformagao neste caso, e podemos tomar
simplesmente

Ty <o,
Dividimos a deformacao nas partes eldstica e pldstica,
_ e p
811 — 611 + 511

e simplesmente calculamos a tensao eldstica mais o acréscimo da tensao pldstica. Nao
hé porque se preocupar com a direcio da deformagao plastica (normal a superficie de
escoamento), ja que a tensdo é uniaxial. Os unicos pontos que merecem cuidados é o
retorno eldstico, quando deve-se lembrar que as deformacoes plédsticas sao permanentes, e
que se considera a deformagao plastica como incompressivel; portanto a deformacao lateral
¢ distinta na plasticidade. Como exemplo, supomos que aplica-se uma carga suficiente
para se plastificar uma peca.

Supomos que E¢ = 210M Pa e EP = 10M Pa, e que o limite de escoamento seja
e = 300M Pa. Calcule a deformacao que uma tracao uniaxial de 400M Pa vai causar no
corpo, e a deformacao apéds a retirada de metade da carga.

Termoelasticidade isotrépica infinitesimal

A Termoelasticidade é regida pela relagao constitutiva dada por

Ti; = Cijii (B + oy AT)
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Figura 5.4:

que no caso da elasticidade linear infinitesimal isotrépica,
a = ad;;
e a relacao pode ser expressa por
Ti; = Cijii (B + a6, AT)

ou ainda, na forma compacta

( Tn ) [ )\—f— 2,u A A 0 0 O ] ( €11 ) ( aAT )
T22 A + 2/L A 0 0 O €929 aAT
Ty | A+21 0 0 0 e |, ) aAT
T13 0 0 2813 0
Tos simet. w0 2€93 0

\ le J L H J \ 2512 V \ 0 J

A equagao para tensoes uniaxiais se reduz a
T11 =F (611 - CYAT) .

Como exemplo, se uma barra de aluminio (E = 70M Pa, a = 22 x 107K ') ¢ aquecida
de 100K entre suportes rigidos sem deformagao axial (e1; = 0), a tens@o gerada serd

Ti1 = EaAT =70 x 22 x 107% x 100 = 154K Pa

5.4 Elasticidade bi- e tridimensional

5.4.1 Equacoes de compatibilidade

Como vimos anteriormente, as trés componentes do deslocamento u determinam unica-
mente as seis componentes do tensor deformagcao. Consequentemente, hd uma redundan-
cia de deformacoes em relagao aos deslocamentos, isto €, um tensor deformacao pode nao
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representar um campo de deslocamentos vélido. Para garantir a validade das deformacoes,
hd um conjunto de equagoes que deve ser satisfeito por um campo de deformacoes para
que este represente um campo de deslocamentos vélido; a este conjunto de equacoes damos
o nome de equacoes de compatibilidade.

As equagoes da compatibilidade se escrevem como

2
€ €Ll —a 5pm
S m
ap 8xlc’9x3

um grupo de 9 equacgoes das quais 6 sao independentes. Expandindo as equagoes pode-se
chegar a

D%y 0%k B D%ey; B 0%ck; 0
Orp0x; Ox;0x; Oxp0xr; Ox0x;
e posteriormente em
82611 n 82522 B 82612
01901y 011011 01105
82622 82833 — 9 82623
8x38x3 8x28x2 8x28x3
82611 82833 — 9 82613
0x30x3  0x101 0x10x3
62511 _ 0 (_8523 4 8813 i 8612)
61'281’3 81131 81131 al'g 61'3
62522 . 0 (8623 _ 8813 i 8612>
0x10x3 Ozx; \ Ox; Ors  Oxs
82833 . 0 (8623 4 8813 _ 8612>
01102, Ozr; \ Ox; 0xs 0x3

Estas equacoes devem ser aplicadas a campos de deformacao para verificar se eles
geram campos de deslocamentos. Existem equacoes similares para o tensor deformacao
de Green, mas sao extremamente complicadas dada a nao-linearidade deste tensor.

Exemplos:

e dado um campo de deslocamentos

3
Xi
U = eX1

sin Xo

verificar as condigoes de compatibilidade. Resposta: nao é necessaria nenhuma
verificacao, ja que o campo de deslocamentos foi dado e as deformacoes serao geradas
deste campo...
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e Dado o campo de deformacoes

2X, X1+2X5 0
g = X1 + 2X2 2X1 0
0 0 2X3

verificar se representa um campo compativel de deslocamentos. A resposta é sim...

e exercicio: verificar as condigoes de compatibilidade de

—Xo X1 0

XT+X3  2(X24+X2)
€E=10 0 0
0 0 0

5.4.2 Equacao do movimento em termos de deslocamentos

Para o caso da elasticidade infinitesimal isotrépica linear, é possivel se escrever as equagoes
de movimento diretamente em termos de deslocamentos, substituindo as relagoes consti-
tutivas e cineméticas. Desta forma, substituindo as equacgoes constitutivas em

;=
ox; Dt

J

leva a

0 H)\émékl + u (6ik6jl + 5zl63k)] 5kl] h = D,
8xj

&skk 0 (sij + Sji) DUZ'
" 81’]' + # 8!13]‘ =P Dt

A6

Ok O0gis Dv;
2 L4+ b, =

A

em termos de deformacoes. Substituindo a relacao cinemadtica,

)\827’; N 0 (8:rj + ami-) b= D2u,
8!13i a aili'j ! P Dt2

A 82Uk 4 82ui i (92uj b, — DQUZ‘
8%8@ a 8xj8xj 8%8@ i=p

82Uk 5’2ui DQUZ‘
A bi = p——= .
( + M> 8x18xk * Mail?ja!rj +
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Para os apreciadores da notacao vetorial, pode-se escrever as equagoes acima como

D*u

(A + p) grad div u+ pV?u+b = T

ou

D2
(A 4 2u) grad div u —,urotrotu—i—b:pD—tl;

5.4.3 Decomposicao de Boussinesq-Papkovich-Neuber

Esta decomposicao é extremamente importante para se resolver problemas tridimensionais
de elasticidade analiticamente, e serd apenas citada aqui. O aluno deve referir-se a livros
de elasticidade para maiores informacoes. A decomposicao em si é descrita como:

u=u; +u
onde

u; = gradeo
onde ¢ é uma funcao que satisfaz

Vi =0

w =41 —-v)yp—grad(X- )
onde ) é uma funcao vetorial satisfazendo
Vi =0

O aluno interessado pode verificar que tanto u; como u, satisfazem as equagoes de
equilibrio sem forcas de corpo.

5.4.4 Elasticidade Plana e funcao tensao de Airy

Supondo que o campo de deformagoes seja independente de X3, podemos escrever que

18U3
€13 = 5w

20X,

o — 1 au;;
7 920X,
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€33 = constante

e que as tensoes podem ser escritas como

Na auséncia de forgas de corpo, as equacoes de equilibrio simplificam-se para

oT11 T2 =0
Ox1 Oxo

0T + OTo 0
0z1 Ors
0131 + 0130 =0
81’1 612

As duas primeiras equacoes sao dependentes de u; e uy e portanto independentes da
terceira, e podem ser resolvidas separadamente. A terceira equacao pode ser resolvida a
posteriori.

Se o campo de deslocamentos ugz for identicamente nulo, o corpo é dito estar em
deformagao plana. Se os deslocamentos u; e us forem nulos, mas nao ug, o corpo é dito
em deformagao anti-plana.

As deformacoes anti-planas sao relativamente simples de se resolver. Resolvendo-se a
terceira equacao de equilibrio,

T: T
8L, T3, —0
85131 8352
para os deslocamentos
82U3 82u3 —0

2 2
Oxy{  Oxs
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caimos em uma equagao harmonica, e uz é uma funcao harmonica.

Para o estado plano de deformacoes, ficamos com as seguintes componentes de tensao:
T11, Tee, Tio e T33. Analisando as equacgOes para as tensoes desenvolvidas acima, verifi-
camos que T33 aparece somente como uma funcao de €17 e €99, € pode ser resolvido no
final. A dltima equacao de equilibrio é identicamente nula. As equagoes que restam sao:

e As equacoes tensao-deslocamentos

8U1 01@

Th=A+2p) — + A=—
1 ( + M) 81131 + 61'2
ouy Ous

e As equacoes de equilibrio

0Ty | 0Ty 0
0, Ory
0Ty | 0Ty 0
85131 83:2 n
e A equagao de compatibilidade
0? 0?2 0?2
8;1 4 5;2 —9 €12
8332 5m1 (9371(9372

que pode ser escrita em termos de tensoes usando as relagoes

1

€11 = ﬂ [Th1 — v (T11 + Ta2))
1

€2 = ﬂ [Ty — v (Th1 + The)]
JAT

T o
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CcOomo

0? 0? 0?
r — [T — v (T + Tog)] + 92 [Tho — v (Th1 + Tog)] = 2——T"2
1

0x10x
que pode ser simplificado como
0? 0? 0? 0? 0?
| = +== Ty + To) =2 Ty — —Tn — —T
<3x% - 3x§) v (T + 1) Ox10zy 0 0z 9227
Diferenciando as duas equacoes de equilibrio, tiramos que

5> 52 52
Ty = ——Tp = —=—T
10z ° 022 2 92 M

e daf escrevemos a equagao da compatibilidade como

0? 0?
(1-v) (8 2+8 )(T11+T22) 0
5

ou

2 o )
(allfl + a 2> (Tn + T22) V (Tn + ng) - O

As equagoes de equilibrio sao satisfeitas se as tensoes forem derivadas de um campo
escalar como

0?¢ 0?¢ 0?¢
a9 a2 7T12 = - .

0x3 O0xy 0x2011

Substituindo este resultado nas equacoes de equilibrio,

{ 6T11 + 8T12 — 0

Tl 1 — T22

3T21 3T22 _
o1 + Ory

verificamos que

3 Po_ _

" o 8z1 8x%812

93¢ 03¢ 0
821032 813611 -

e portanto as equacoes sao satisfeitas. A funcao ¢ é chamada de funcdo de tensao de
Airy, e se a substituimos na equacgao da compatibilidade
V2(Ty + To) =0

obtemos a relacao

AV (V2qz5) =Vip=0
onde
o o o
oz} * 28:5%8:5% * x5
A equacao acima nos diz que a funcao de Airy é uma funcao bi-harmoénica. Esta

equacao pode ser resolvida através de diversos métodos, o mais conhecido deles sendo
métodos de varidveis complexas.

Vi =
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5.5 Exercicios

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

Escreva o sistema de equacoes da elasticidade infinitesimal linear
Quais sao as hipéteses consideradas para a formulagao acima?

Diferencie os tipos de problemas em mecénica dos sélidos: anélise, projeto, otimiza-
Gao.

Descreva sucintamente os passos para se resolver um problema de mecénica dos
sélidos.

Discuta a hierarquia dos modelos a serem usados na mecanica dos sélidos:

e Modelos de barras rigidas-molas,
e Modelos estruturais (vigas, placas, cascas),

e Modelos continuos

Discuta os métodos de solugao: integracao analitica, integracao numérica, métodos
semi-inversos.

O que é o Principio de Saint-Venant?
Simplifique as equagoes gerais da elasticidade tridimensional para um problema
unidimensional, discutindo as hipéteses de tensao unidimensional e deformacao uni-

dimensional.

Escreva as condigoes de contorno e as condigoes iniciais para um problema de elas-
todindmica unidimensional.

Escreva as equagoes para a elasticidade finita (nao infinitesimal) unidimensional.

Por que deve-se considerar uma pressao hidrostética adicional em problemas incom-
pressiveis?

Escreva a relacao constitutiva para a Termoelasticidade linear infinitesimal.
O que sao as equagoes da compatibilidade?

Escreva as equacoes da compatibilidade para a elasticidade bidimensional infinites-
imal.
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15. Verifique se os campos de deformacao abaixo sao compativeis ou nao:

[ 0 kXX, 0
g = l{Xng 0 0
i 0 0 0
[ X1+ Xe Xi Xo
e = X1 X2 -+ Xg X3
i X2 X3 X2 + X3
[ X? X5+ X5 X1X3
e = | X3+X2 0 Xy
i X1X;5 X X22

16. O que é deformacao plana e anti-plana?

17. Descreva o melhor uso para as hipéteses de deformagao plana e de tensao plana.

18. Dada a fungao de Airy

obtenha o estado de tensoes.

e Supondo que este estado de tensoes se aplique a um paralelepipedo dado por

h h h h
— l — _— = p— - =
T1 [07 ]7 ) [ 272:| T3 |: 2721
ache as tracoes superficiais nas fronteiras.

e Supondo que as tracoes superficiais anulam-se nas fronteiras x3 = [— )

calcule os deslocamentos.

N
N>
[

19. (Atkin & Fox) Dada o seguinte campo de deformagoes de um cilindro se extendendo
ao longo do eixo 3,

r1 = MRcos(7X3+ )
xe = MRsin(rX3+ )
T3 = A3X3

em um material incompressivel e isotrépico, de maneira que
2
)\1)\3: 1 (& W(Il,lg)

calcule:
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e os tensores de deformacao F, C e E
e os invariantes de deformacao Iy, I5 e I3.
e as derivadas dos invariantes de deformacao em relacao as componentes de E.

e 0 segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, em funcao das derivadas de W.

o tensor de Cauchy

o campo de pressoes hidrostaticas

20. Prove que o campo de deslocamentos

T T3

u=—- 5 :
6mp(l—v) | =2 —fﬂ
B3 R

onde R? = 2% + 22 + 23 é a solugdo para um corpo infinito de material eldstico
isotrépico com uma carga concentrada P na direcao xs atuando na origem, sob as
hip6teses de deformagoes infinitesimais. Ache também a distribuicao de tensoes
neste corpo. Dica: para provar, utilize um cubo de dimensao varidvel com centro
na origem, e prove que a resultante das forcas neste cubo ¢é igual a forca aplicada,
independentemente do tamanho do cubo.
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Capitulo 6

Teorias Estruturais Classicas

Muitas vezes, uma geomeria particularizada e hipdteses acertadas sobre o campo de deslo-
camentos permitem grandes simplificagoes das equacoes da mecénica dos sélidos. Estas
hipéteses sao a base das teorias estruturais, desenvolvidades para importantes classes
aplicacoes. Para componentes basicamente uniaxiais, com secao transversal aproximada-
mente constante, hd teorias para tracao, compressao, torcao e flexao, as teorias de barra,
eixos e vigas. Para pegas com espessura pequena em relacao as outras dimensoes, hd
vdrias teorias de placas e cascas.

Nas equagoes das teorias estruturais, a descricao da geometria é grandemente simplifi-
cada. Na teoria de barra, eixos e vigas, necessita-se apenas de uma dimensao (comprimen-
to), uma propriedade da sec¢@o transversal (drea, momento polar de inércia ou momento
de inércia), e uma propriedade constitutiva (Young ou cisalhamento). Na teoria de flexdo
de placas e cascas necessita-se de uma descrigdo bidimensional (plana ou uma superficie
no espago) do componente e uma espessura para se descrever a geometria do componente.

A descricao cinemética nas teorias estruturais é apenas infinitesimal, na maioria das
vezes. H& algumas teorias para grandes deformagoes, mas sao bastante complicadas na
maioria das vezes.

As relagoes constitutivas adotadas em teorias estruturais sdo (na maioria das vezes)
bastante simples. Considera-se normalmente apenas materiais isotrépicos lineares. Em
alguns casos, encontram-se também teorias para componentes isotrépicos elasticos - per-
feitamente pldsticos ou bilineares. Raramente se vé alguma aplicacao mais complicada,
embora hajam algumas teorias de vigas e placas ortotrépicas.

6.1 Barras

A teoria de barras segue basicamente o estudo de elasticidade unidimensional feita an-
teriormente: considera-se apenas uma dimensao, nas quais as cargas sao aplicadas, onde
nao hé acoplamento entre tensoes cisalhantes e normais na relacao constitutiva. Algumas
aproximagoes sao normalmente feitas, especialmente para barras de secao varidvel.

81
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6.2 Torcao

6.2.1 Torcao de eixos circulares

Seja um cilindro de segao transversal circular sem tragoes aplicadas nas paredes, apenas
nas extremidades. Seguindo a légica do método semi-inverso, consideramos que o campo
de deslocamentos seja dado por

1 = Recos(7X3+ )
xo = Rsin(7X3+ «)
I3 = X3

onde R = \/X? + X3 e a = arctan (%) Expandindo as somas trigonométricas

r7 = RcosTtX3cosa— RsinTX3sina
9 = RsinTX3cosa+ RcosTXs5sino
r3 —= X3

e substituindo os valores das fungoes de

; Xo Xs X1
ano = — , sina=—, cosa = —
X3 R R

temos que
r1 = Xjcos7X3— XosinTX;3
re = XisinTX3+ XocosTX3
r3 = X3

Expandindo em série de poténcias e tomando apenas o primeiro termo (dngulos infinites-
imais), temos que

, 6 &

sinf = 0—§+a+...:6’
0> o

cosf = 1_§+Z_"'21

ry = Xl—XQTXg
To = XlTX3+X2

T3 = X3
€ que
uy = —XQTXg
Uy = XlTXg

U3:0
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As deformacoes infinitesimais sao dadas por

0 0 —Xo7/2
e=|0 0 X,7/2
—XQT/Q X17/2 0

e as tensoes por

0 0 —uXoT
T=10 0 puX1T
_,LLXQT MXlT 0

As equagoes de equilibrio sao satisfeitas.
Podemos verificar que as paredes sao realmente sem tragoes, pois a normal externa é

dada por
n= ééO
"\ R’ R’

e consequentemente a equacao das tracoes na superficie fica

0 0 —uXoT ;7
—/LXQT /LXlT 0 0

Nas superficies das extremidades, temos o campo acima de tensoes; podemos calcular
o momento atuando integrando as tracoes.

0 0 —uXoT 0 —uXoT
t=|0 0 uXqT 0] = uXyT
—uXor puXyT 0 1 0

Calculando a forca resultante na extremidade (supondo um raio de 7) ficamos com

To=—+r2—2x _,UX27-
f= / tdA = / / ILLXlT dﬁgdl‘l =0
z1=—1 Jro=—/1r2—2 0

O momento resultante nao é nulo; fazendo as contas,
M = / t x XdA
A

apenas o momento ao redor do eixo X3 ndo se anula (até sem fazer as contas, por uma
questao de simetria...).

M3 = /(X1MX17+X2/LXQT)CZA
A
1 1
= ;n'/ (X12 +X22) dA = E/LTJ = §,u7'7r7“4
A

o resultado que todos conhecem. S6é para recordar, a integral da férmula acima é conhecida
como momento polar de inércia de uma area.
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6.2.2 Torcao em eixos de secao transversal nao-circular

Quando a secao transversal nao é circular, algumas hipéteses consideradas no caso anterior
deixam de ser vialidas, embora haja alguma similaridade do campo de deslocamentos.
Seguindo o método semi-inverso, consideraremos os deslocamentos dados por

uy = —XQTXg
Uy — XlTXg
us — T¢ (Xl, XQ)

onde ¢ é chamada de funcao de empenamento da secao transversal. Considera-se que
uma secao transversal originalmente plana serd “empenada” sob torcao.
As deformacoes sao dadas agora por

0 0 T (3 — X2) /2
e=1|0 0 T aa—;é—l—Xl /2

(& -%)2 7 (Z+x)/2 0

e as tensoes por

0 0 ur (3 — Xo
T=|0 0 pr (2 + X

it (B - %) ur (B +X) 0

As equacgoes de equilibrio ficam satisfeitas nas duas primeiras diregoes. Na terceira
temos

¢ ¢

—0
oxz T oxz

o que significa que a fungao ¢ é harmonica. Pelo teorema de Cauchy-Riemann existe uma
funcao conjugada 1 relacionada a ¢ por

dp O op O
0xX, 90Xy’ 0Xy, 90X,

As condigoes para que as paredes fiquem sem tragoes sao:

nq 68—)?1—)(2
t=0— N9 86—)?2+X1 =0

0
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ou em termos de 1

ou
n-V(¢—%(Xf+X§)> B

que
O termo entre parénteses é conhecido como a fungao de tensao de Prandtl, que deno-
taremos por

1
=3 (X))

Uma vez que 1 é harmonica,
Viy = -2

que é a equagao que deve ser resolvida para o problema de tor¢ao de eixos nao circulares.
As tensoes sao dadas simplesmente por

5%
T — _A
13 HT X,
Ix
Tos = —_—
23 uT X,

H4& resultados analiticos para muitas secoes transversais comuns, como elipses, trian-
gulos e retdngulos. No entanto, secoes mais complicadas como um eixo ranhurado ou
com rasgo de chaveta, sé tem solucao numeérica. Felizmente, a maioria dos programas
disponiveis de andlise tem esta opcao implementada. Ha também uma teoria simplifica-
da para secoes de parede fina, bastante simples e com extensa aplicacoes no projeto de
estruturas.

A equacao harmonica rege outros fendomenos importantes da Mecanica, como a deflexao
de uma membrana eldstica sob pressao. Desta forma, hd uma relacao entre o deslocamento
transversal de uma membrana sob pressao e a funcao v, e consequentemente entre os
angulos de deflexao e as tensoes. Desta forma, muitos engenheiros utilizaram o expediente
de recortar a forma de um eixo de uma placa, fazer um filme de dgua com sabao e verificar
a forma da bolha sob pressao para estimar as tensoes em um eixo.

6.3 Flexao de vigas

Entre as dezenas de teorias de viga, hd duas teorias simplificadas para a andlise da flexao
infinitesimal de vigas isotrépicas. Estudaremos as duas considerando uma viga de se¢ao
constante extendendo-se ao longo de X3 sofrendo deflexoes em X;.
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6.3.1 Teoria de Euler-Bernoulli

___|:|__

Figura 6.1:

Poderfamos iniciar nosso estudo partindo da hipétese de proporcionalidade entre Mo-
mentos fletores e curvatura. Entretanto, desenvolve-se a teoria considerando-se as seguintes
hipéteses sobre o seguinte campo de deslocamentos: uma secao transversal qualquer da
peca permanece plana, com a mesma forma e perpendicular ao eixo da viga. Desta forma,
se a linha média da viga tem uma deflexdo u; (X3), a rotagdo da segao sera dada pela

derivada g—;‘é e consequentemente, podemos escrever
u = u (X3)
Uy = 0
X du1
Ug = —Aq X5

de modo que o campo de deformacoes fica

0 00
e=10200
d?uq
00 —X%y
e as tensoes ficam como
)\633 0 0
T=1|0 Aess O
0 0 —(A+2u)XiLy

X2

0 que exige tragoes superficiais nas laterais da viga a nao ser que v = 0. Neste caso
E=2ue\=0,levando a
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E fécil verificar que as tensoes méximas ocorrem nas superficies superior e inferior da
pega (onde X; ¢ maximo). Outra inconsisténcia importante desta teoria visivel no tensor
acima é que as tensoes cisalhantes sao nulas, hipdtese que é aceitdvel em vigas bastante
longas, mas provoca erros grandes em vigas curtas. A equacao de equilibrio na diregao 3 é
satisfeita se a derivada de T35 em relacdo a Xs for nula, isto é, se —F X2

24,
e for constante.

As condigoes de contorno de carregamento sao dadas por
t=Tn

e para as faces laterais isto é facilmente verificavel, uma vez que

000 n
t=[000 ] ny | =0
0 0 —EXi54 0
J4 para as faces extremas,
000 0 0
t=[000 0] = 0 ’
2 2
00 —BEGHX 1 ~ESEX

que integrado na &drea para obter forca aplicada d& zero

[ aa=o,
A

uma vez que o eixo 1 é centroidal. O momento aplicado é calculado por
/ XxtdA=M
A
e a componente nao nula é

d2U1
My = | X}E—— dA
= )

Usando a definicao do momento de inércia em relagao aos eixos como

b:/deA,
A

podemos escrever

d2U1

M, = E—
2 Taxz

127
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e chegarmos ao notorio resultado

d?uy
dXx2>

Dado que a taxa de mudanga do raio de curvatura é dada por podemos escrever

que

1 -~ d2u1 . M2
R~ dX; FEIL

a hipotese de Euler-Bernoulli de que a curvatura é proporcional ao momento, conhecida
de textos béasicos da graduacao.
Apenas a equacao de equilibrio no terceiro eixo nao é trivial. Ela estabelece que

8T33

=0
83:3

o que é verdadeiro para o carregamento acima, isto é, a tensao é constante ao longo da
viga para o carregamento de momento nas extremidades.

Para os casos de um carregamento de tracoes aplicadas ao longo da viga, nao apenas
momentos nas extremidades, sabemos que a tensao e o momento fletor nao sao constantes
na viga, e a terceira equacao de equilibrio fica

013, 0133
0, 0x3

=0

e consequentemente

0T31 _ 8 M2x1
al'l 8:53 [2
8T31 ﬂ 8M2

8301 B ,[2 83:3

- T 8M2
Ty = /12 B dzy + C (v3)

o1 OM,
2]2 8333

+ C (I’g)

A tensao cisalhante tem que zerar nas superficies superior e inferior da viga, ji que o
carregamento é transversal, o que leva a
h? OM,

T31 ((El = :th/?) = 4—12 8:1,‘3
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de onde se tira o valor de C' = _%%_1;4;
7, — (H 0 0M
TTN\2L 4l,) s

uma distribuicao parabdlica. Integrando na drea, podemos achar a forga vertical na secao
transversal, que vale

V == / TgldA
A

— / (x_%_h_2> 8M2dA
A 2]2 4[2 81'3
OM,
81’3

Por equilibrio, sabemos que

_
17X,
de onde vem a relacao
d2
dXx2

d? d>
7 (Bl ) =4
dX; dX;
onde ¢ é o carregamento distribuido ao longo da viga. Esta equacao se reduz a uma
equagao

My, =q

para escrevermos

d4u1

EL—
e

=4q

no caso de vigas de se¢ao e material constante. Obviamente, as equagoes de equilibrio
nao sao satisfeitas no caso de momento varidvel, indicando que outras componentes de
tens@o (além de T33) devem aparecer; porém se a variacdo do momento é suave, estas
outras componentes sao muito pequenas e podem ser desprezadas.

6.3.2 Deformacgao lateral (Saint Venant)

Usando as tensoes obtidas do caso anterior, podemos relaxar as hipéteses sobre o campo
de deslocamentos. Podemos considerar

000 00 0
T={000 | =/000 ,
0 0 —EX;%4 0 0 -4
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'

)

Figura 6.2:
o que leva a deformacoes
vEEX, 0 0
e=|0 vEE X, 0
0 0 L x

El, 1

que satisfazem as condicoes de compatibilidade. H&, portanto, um campo de deslocamen-
tos que gera estas deformacoes, cuja forma geral é obtida por integracao e determinacao
das constantes como

29;;2 (X2 +vX?—vX2)
Msov
u = — EiZ Xng

Mo
Els X1X3

E muito importante entender o campo de deslocamentos gerado por esta distribuico
de deformacoes.

6.3.3 Teoria de vigas de Timoshenko

A teoria de vigas de Timoshenko inclui o efeito da deformagao causada pelo cisalhamento.
Desta vez, ao invés de considerar que a rotagao da secao transversal dé-se somente por
flexao e pode ser aproximada por g—;g, considera-se que a rotacao deve incluir o efeito do
cisalhamento. Para simplificar as equacoes, considera-se um cisalhamento constante em

toda a secao transversal e um coeficiente para levar em conta a variacao.

e = () + 4(Xs)
onde 1 deve-se a flexao somente e 3 deve-se ao cisalhamento somente. A consideracao
que ( é constante ao longo da secao transversal é obviamente incorreta, pois nas faces
superior e inferior a tensao cisalhante deve ser nula pelo fato de termos tragoes nulas nas
faces laterais.
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O campo de deslocamentos é dado por

Uy = U (X3)
Uy = 0
us = —X) [ 2L ()
3 — 1 ng 3
e as deformagoes por

0 0 33(X3)

c_ |0 0 0
16(X) 0 X (58 - %)

Usando agora a mesma hipétese de coeficiente de Poisson nulo, podemos escrever que
T33 = Ees

e considerando (erroneamente) o cisalhamento constante ao longo da secdo transversal,
temos que

HE13 = T3
e
ups (X3) = Z .

Introduz-se agora um fator de correcao para a distribuicao nao uniforme das tensoes
cisalhantes, dependente da forma da secao transversal.

kupeis = Ths

O valor de k é tabelado e disponivel para a maioria das secoes transversais. Para
secoes circulares,

_6(1+v)
7+ 6v
e para retangulares vale
J— 10(1+v)
12411y
As equagoes diferencial vira
*uy EI 0%

pr& = 94
axi — 17 kuAox?
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A teoria de vigas de Timoshenko gera resultados mais flexiveis que a teoria normal,
jé que a rotacao da secao transversal é agora a soma da deformagao da linha média mais
o cisalhamento. Esta diferenca, no entanto, ¢ minima para vigas longas. O efeito s6 é
consideravel no caso de vigas curtas e altas. No caso de vibracoes de vigas, hé diferencas
nas frequéncias dos modos mais altos mesmo em vigas longas.

Exemplo: calcule a deflexao da extremidade de uma viga em balango com se¢ao
quadrada constante, submetida a uma forca concentrada em sua extremidade.

Usando viga de Euler-Bernoulli pelo método de integragao direta com fungoes de
singularidade, escrevemos

= P6(X3—1L

q
v - PH Xg— )+ Cy = PH(Xs L)-P

L

M = /Vngz—PX3+C’2
0

M = P(L-X;)

L X2
El¢ = /MdX3:P<LX3—7>+Cg
0

2
El¢ = P (LX3 - X7>

2 3
u1=/¢>dX3 (X %)

A viga de Timoshenko em balango nos dé4 um resultado diferente: sendo a forga cor-

tante constante ao longo de toda a barra, podemos calcular a deformacao de cisalhamento
como

e a deformacao de flexao é dada por

du1

wzd—&—ﬁ

e dependente apenas da flexao (momento fletor), e portanto podemos utilizar o resultado
anterior

EIy=P (LX3 )§3>
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A deflex@o seré dada diferentemente do caso anterior, pois

T dX; U dX;  kuA

_ _ A8
T EI LXs 2

e consequentemente

du, P X2\ P
o (ox. o232
X, EI( 3 2)+kuA

P/ X2 X} P
- (=2 =3 - X
“1 EI( 2 6>+kuA 3

aplicando a condi¢ao de contorno.

6.4 Flexao de Placas

Chama-se de placa um componente plano no qual duas das dimensoes cartesianas sao
compardveis e a outra é uma (ou mais) ordens de grandeza inferior. H& dezenas de teorias
para placas, cada uma delas com suas hipéteses. Apresentamos apenas uma delas, para
placas finas. Digna de nota é a teoria de Mindlin-Reissner para placas semi-espessas,
similar a teoria de Timoshenko para vigas curtas.

6.4.1 Hipdéteses de Kirchhoff

As hipéteses de Kirchhoff (ou Kirchhoff-Love) sao de que a placa é tao fina que pode
ser considerada apenas por seu plano médio. Uma linha que estava originalmente per-
pendicular a secao média continua perpendicular apés a deformacao. Em termos de
deslocamentos, podemos dizer que us é funcao apenas de X; e X5 e a linha normal terd
o angulo dado pelas derivadas de us.

0 X, X
Uy )_'3 Uus ( 117 2)

0 X1, X
U ):3 Us ( 127 2)

Uz = us (Xb XQ)

As deformagoes infinitesimais serao expressas por

o 8%us o 82%us
X3 ax%2 X3 agcl 09X 0
= | _x,0%%us _ y_ O%us
€ X3 X 10X X3 X2 0
0 0 0
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e para materiais isotrépicos lineares, as tensoes serao calculadas como
0%uz &%us %us
(/\+2[L) X3 BXf Xg)\ang QHX38X18X2

T = _2IUX38X18X2 ()\ + 2/1’) X3 8X2 )\Xgﬁ 0

0 0 0

Note que o termo T33 foi sumariamente ignorado. A razao é simplesmente para facilitar
a integracao. A existéncia simultanea de um estado plano de tensao e deformagao é uma
das inconsisténcias fundamentais da teoria de placas finas.

As tragoes sao calculadas a seguir para uma placa de espessura h e superficies paralelas
aos eixos cartesianos. Na face superior, obtém-se

—(\+ 2#) X; gigg - nggigg —2pu X552 0 0
2
t=| —2uX;zTu — (A2 X538 - A5 0| | 0 (=0
0 0 o] L1t

resultado vélido também para a face inferior. Na face lateral normal a e;, obtém-se

— (AN +2u) X3 gi?lé” - X3>\?92;(L§ —2#X3a§jg§(2 0 1
€e1)__ 2u

6= | 2y XL — (A +2p) X328 BXQ — A58 0 0
0 0 0 ’

o -X3 [(A +2p) 54 aX2 + >‘8X2]

e1) __
¢ - —2ﬂX3aX18X2
0

A forga total por unidade de largura em X5 aplicada nesta face é zero, devido ao fato de
integrarmos simetricamente a espessura.

h/2
Flev) :/ tdX;=0
X3=—h/2

J4 o momento aplicado nao resulta em zero, mas em

h/2
M) — / / x X t dX3d X,

X3=—h/2

0%y
h/2 2X§’U8X18§(2
_ / / ~X3 |0+ 21) 55 + 25 | dX3dX;
X3=—h/2 2 w 24,
’ {_QXWa)(?lay)’(Q +Xo [O‘ +2p) gxfs + Agxgs] }
h_3 d%us
L 0X10X2
e1 _ 3 20 24

M = /_L e [(A+2u) o +A"§X§] dX,

0
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Definindo agora uma constante de rigidez de flexao D = }f—;()\—l—2u) escrevemos 0 momento
por unidade de comprimento como

o 8%us
o D (v —1) 7565
e1) _ _ ug . 0%us
M D [axf Vox:
0

Fazendo o mesmo procedimento para a face normal a e, resulta em

—21X355%5%, 8X1 8X2

£ = | — (4 21) Xa 538 — AXa 53
0

que integra em forcas nulas e momento por unidade de comprimento dados por

. d%us 82us
(82) D |:6X22 + V2 1 :|
M™ =1 D—-1) Lu_

Comparando estes resultados com as tensoes

. 8 us 82U3 . X3M2(el)
o= % (“*2“) X2 “a)@) = iz
. 8 us 8 us . Xng(eZ)

O%uy XMV XMy
0X,0X,  h3/12  h3/12

Tz = —2pXs3

de onde se vé que M ®) = M.
As equagdes de equilibrio nas diregdes 1 e 2 sao escritas (na auséncia de aceleragoes e
de forgas de corpo) como

83 83U3 83U3
21) X, - X 2 =
—(A2) 38X3 Yoxox: M oxax: ~ Y
DBug Bu Pus
—2uX. A+2u) X AX =0
WX g, — (M2 Xagzm — Maggages
que leva a seguinte simplificacao:
0? 0?
R
83U3 83U3

0X20X, | 0X3
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ou ainda pode ser escrito em termos de Momentos como

0_ (XM - 0
0X1 \ h3/12 8X2 h3/12 B

0 XMy N XM\
X, \ h3/12 8X2 h3/12
ou
0 e 9 e
— My +=—M;* = 0
ax, e Tax,
0 yre) 0 e
— M +—M"" =0
X, T,
Se diferenciarmos a primeira equacao por X; e a segunda por X5 e as somarmos, obtemos
2
(e1) 9 ) 0 1 e
2 M, + ——M;** =0
axz T iexax, . Tax,

para este caso de momentos puros aplicados.
Para o caso de haver um carregamento transversal distribuido ¢ sobre a placa, temos
que o vetor de tragoes na superficie superior nao pode ser mais nulo, mas sim

0
te) =10 |,
q

o0 que obriga o aparecimento de uma tensao local T3 em X3 = h/2 e que simultaneamente
os cisalhamentos Ti3 e Th3 sejam nulos nestas faces. Consideraremos que esta tensao
normal é estritamente local, e desconsideraremos seu efeito nas deformagcoes. Considera-
se as forgas cortantes que devem ser compensadas diretamente por componentes 113 € Tos
nas tensoes ao longo da espessura, embora se anulem encima e embaixo.

Define-se entao as forcas cortantes por unidade de lado através da integracao na es-
pessura das tensoes cisalhantes

h/2
Q(d) = / Th3dxs

—h/2

h/2
Q(62) = / Th3dzs

—h/2

Incluindo estes termos e rescrevendo as duas primeiras equacoes de equilibrio multiplicadas

por Ts
XM XM T,
X38<32>+X3a<32 x 2 g

ax; \ m3/12 0X, \ h3/12 0X,

(e2) (e2)
X0 <X3M2 >+X 9 <X3M1 >+X3% _

ax; \ m3/12 P0Xy | h3/12 dXs
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e as integrando na espessura, obtemos

97

O e . O . (e hZ 9T,
— M + —M,"? X, dX; = 0
8X1 8X2 —h/2 3aX3 ’
0 e, O e, [M° x, 2T
— My + —M;"" + dXs = 0
aXl 8X2 7h/2 an s
A integral do iltimo termo é feita por partes como
h/2 8T13 h/2
dX; = XsTys|"? OT3d X3 = —Q®
—h/2 6X3 —h/2 —h/2
n2 g h/2
Xag2odXs = XaT|")yy = | 0Tad Xy = —Q)
—h/2 3 —h/2

onde o fato das tensoes cisalhantes transversas se anularem nas faces superior e inferior

foi utilizado.

A 1ltima equacao de equilibrio é integrada na espessura para resultar em

0Tys  O0lby  OT33
X,  0X, 0X3
e a e h/2
Q(l XQQ(2 + Tyl /h/2 -
0 0
= fel) 4 T (e2) —
e TagY e

onde a soma dos 733 tem que compensar o carregamento
condicao de tracao. As trés equagoes somadas resultam em

0 0

M(e1) M(ez (el) _

X, *ox, —¢
0 e, O

Me2 —M e2) (e2) _

oX, *ax, -«
d d

9 ey 9 e

ale oY

Substituindo as forgas cortantes das duas primeiras equagoes

82
8X1 8X2

02
0Xj

82

M g,

(e1)
=My +2
e finalmente, substituindo o deslocamento u3 nos momentos,

V4U3 = %

M =

aplicado para satisfazer a

—-q

na ultima, obtemos

—-q

podemos chegar a
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onde

o ot ot

4
_ 2
V= o Taxiax: T aad

a equagao que Sophie Germain deduziu em 1815 (e néo recebeu os créditos no nome da
teoria).

Esta teoria de placas ignora as deformacoes de cisalhamento, e consequentemente sé
aplica a placas finas, em que a relacao entre a menor dimensao da placa e a espessura é
pelo menos de 10 vezes.

6.5 Exercicios

1. Resolva o caso de extensao de barras sob acao do peso préprio.

2. Prove que a tensao nao pode ter apenas uma componente para barras de segao
uniformemente varigvel.

3. Quais as hipoteses que sao utilizadas para a deducao das equacoes de torcao em
eixos circulares?

4. O que é a funcao de empenamento? Quais as hipoteses utilizadas na deducao das
equagoes de torcao de eixos nao-circulares?

5. O que é a analogia da membrana e por que pode ser utilizada para a torcao de eixos
nao-circulares?

6. O que é flexao pura?

7. Quais sao as hipéteses utilizadas na dedugao das equagoes de vigas? Sob quais
condicoes elas sao razodveis?

8. Qual a razao da utilizacao de Poisson nulo na teoria de vigas?
9. De onde provém as tensoes cisalhantes na se¢ao da viga?

10. Quais as hipéteses adotadas na teoria de vigas de Timoshenko que diferem das vigas
de Euler-Bernoulli?

11. Compare os resultados da flexao de uma viga isotropica de secao quadrada em
balanco com uma for¢a na extremidade livre para as teorias de Euler-Bernoulli e
Timoshenko.

12. Quais simplificagoes foram utilizadas na deducao da teoria de placas finas?



Capitulo 7

Principios Variacionais

O método mais conveniente de se resolver problemas de mecanica dos sélidos nao é através
das equacoes de equilibrio, mas sim a partir de principios variacionais, que descreveremos
a seguir. As principais vantagens dos métodos variacionais sao

e As condigoes de contorno surgem ”naturalmente”;

e Os requisitos de continuidade das fungoes sao menores que nas equacoes diferenciais,
o que ajuda no caso de solugoes aproximadas;

e As formulagoes diferencial e variacional sao equivalentes a menos da continuidade
da fungao (igualdade a menos de alguns pontos isolados, tecnicamente um conjunto
de medida zero).

7.1 Funcional da energia potencial

Um funcional é uma fun¢ao que mapeia um espago vetorial em um nimero real. Como
exemplo, as medidas de energia sao funcionais, uma vez que mapeiam um determinado
campo de deslocamentos (e consequentemente deformagoes e tensdes) em um nimero real
que é a energia.

Escrevemos esta relacao da seguinte forma: um funcional é uma funcao tal que

F(u,v,x,...) eRV(u,v,x,...) €V

onde V' é um espaco vetorial linear. Espaco vetorial linear ¢ um conjunto de fungoes que
obedecem a linearidade

a(u+v) = autav

sea /A& 0, entao au = 0 se e somente se u =0

Muitas vezes um funcional é definido como um produto dual.

<f,u>:/f-udQVu€V,f€V*
Q

99
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O espago dual V* é o espago de todos os funcionais lineares definidos sobre o espago
vetorial V. Neste caso, um funcional é definido como um produto de um elemento de
um espago por outro elemento de seu espago dual. Por exemplo, sabemos que forga vezes
deslocamento dd um trabalho; a forca é o dual do deslocamento. Outros pares duais sao:

VvV ov* (u,v)

f u [f-udQemQ
T ~v [T:vdQemQ
S E [S:EdQem Q

Todos os pares acima definem trabalho das forgas internas.
A energia de deformacao Ey4, como vimos no capitulo de relagoes constitutivas, é dada
de forma que

ow

% = 3,

1
Ed:—/ S:EdQ
2 Ja,

o que garante a independéncia de caminho para se determinar as deformacoes. A segunda
lei da termodinamica obriga a funcao energia de deformacao a ser positiva definida, isto é,
assumir um valor positivo para qualquer deformacgao nao nula, e zero para uma deformagcao
nula. Para o caso da elasticidade linear infinitesimal anisotrépica, temos que

1
Ey = 5 /5ij0ijkl5kl s .
A energia potencial total deve considerar os trabalhos das forcas externas, neste caso
o trabalho das forcas de corpo b e das tracoes aplicadas nas superficies t. Desta forma,
define-se o funcional da energia potencial como

W:/WdQ—/pb~udQ—/t'udF
Q Q r

onde o primeiro termo é o potencial eldstico e os termos seguinte o potencial das forcas
externas.

O principio da minima energia potencial nos diz que entre todas as configuragoes
possiveis, a(s) que respeita(m) as equagdes de equilibrio é (sdo) a da minima energia
potencial. Para o caso da elasticidade linear infinitesimal, hd sempre solugao para um
problema, e esta solugao é sempre tnica. No caso de elasticidade finita, isto nem sempre é
verdade (basta lembrar de flambagem, onde h4 vérias posigoes de equilibrio para a mesma
carga e vinculagoes).

H4 vérios termos importantes para se definir agora: quais sao as configuragoes possiveis
e como minimizar a energia potencial.
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Uma das defini¢oes possiveis para o funcional da energia potencial é considerar que é
dependente apenas do campo (vetorial) de deslocamentos. Neste caso, devemos procurar
as funcgoes deslocamento que sejam admissiveis. Para isto, consideramos o espago da
funcoes

V={v|lv=gemI1evel (O}

onde C! () é o espago das fungoes com derivadas primeiras continuas em 2. O requeri-
mento que v seja igual a uma funcao g em um determinado trecho do contorno serve para
satisfazer condicoes de contorno do tipo u = g.

Consolidando o que temos até agora, formulamos o problema como

minw (v) Yo € V

1
min/ §5ij0ijklskld9 — / pb - vdS) — /t -vdl'Yv e V
Q Q r

onde

. 1 8UZ- an
0T Y <axj 8xi>
problema este que pode ser resolvido por uma série de métodos analiticos ou aproximagoes.
E imprescindivel ressaltar que o principio dos trabalhos virtuais é apenas um dos fun-
cionais possiveis para a mecanica dos sélidos. H4 muitos outros funcionais, que consideram
outras varidveis independentes. Por exemplo, hd funcionais com pressoes independentes

para materiais incompressiveis (principio de Herrmann) e com deformagoes ou tensoes
independentes (Hellinger-Reissner, Hu-Washizu).

7.1.1 Principio dos trabalhos virtuais

Para minimizar-se um funcional utilizamos métodos variacionais. Considera-se uma vari-
acao do funcional, e busca-se a funcao u para a qual o funcional se anula. Para o caso de
funcionais convexos e com a matriz de coeficientes positiva-definida (operador coercivo),
como no caso da energia potencial da elasticidade, podemos provar que estamos realmente
em um ponto de minimo. Em outros casos, como no caso dos principios de Herrmann e
de Hellinger-Reissner, com mais de uma fungao, o problema é de minimizacao em uma
varidvel e maximizac¢ao na outra (problema de ponto-de-sela).
Definimos o problema como

om =20
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onde a operagao de variagao é similar a uma diferenciagao. Operamos da seguinte maneira

om = 0 (/ %sijCijklakldQ — / pb - vdQ) — /t~VdF)
Q Q r
1
= / (S <_5ijcijklgkl) dQ — / 5 (pb . V) dQ — / 5 (t . V) dF
Q 2 Q T

= / €ijCijr1berd — / pb - dvdS) — /t -ovdl' =0
Q Q r

ou

/ TklﬁgkldQ — / pb - ovdS) — /t -ovdl’ =0
Q Q r

que é chamado de principio dos trabalhos virtuais. Este principio nos diz que na config-
uracao de equilibrio, o trabalhos das forcas virtuais se anula.
O primeiro termo,

/ Tkl(SEkldQ
Q

pode ser reescrito como

8(5vk
T, ds?
/Q kl )

I

considerando todos os termos da soma.
Podemos provar a equivaléncia entre a formulacao acima e a formulacao diferencial da
elasticidade. Considerando o teorema de Gauss

/Qf-VudQ:/Ffu-ndF—/QVfudQ

podemos transformar este primeiro termo em

/Tklaévkdﬁz/TkwknldF—/%évde
a5L'l r 89@

que substituido nas equacoes apresentadas acima fica

1,
/TklvknldF /Mévkdﬂ /pbkévde—/tk(Svde:O
r Q Q r

As condigoes de contorno especificam que

Tklnl = tk cm PQ
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que nos diz que as integrais no contorno se anulam. O que nos resta é

%&Jkdﬁ — / pbovd2 =0
o O Q

Q a"El

Uma vez que os deslocamento virtuais sao arbitrdrios, podemos concluir que o termo
entre parénteses deve necessariamente se anular em todo o dominio. Entao, sumarizando,
teremos que

ou seja

T
M —pby = 0em ()
c‘hl
Tklnl = tk em Fg
u = geml}
1 8U1 8uj
i o= 5 0
8] 2 (au]+5’uz) em
Ti; = Cz'jkﬁkl em 2

e mais as condigoes de positividade do tensor constitutivo Cj;i; e a condigao de existéncia
da segunda derivada de u. Reparem que a formulacao diferencial tem o requerimento mais
"forte” de existéncia da derivada segunda em relagao ao principio dos trabalhos virtuais
e do principio da minima energia potencial.

Podemos sumarizar agora os trés modos de se resolver os problemas:

e Principio da minima energia potencial: também chamado de forma funcional do
problema. Gera métodos de aproximacao de Rayleigh e pode ser a base para ele-
mentos finitos.

e Principio dos trabalhos virtuais: também chamado de forma fraca do problema.
Gera métodos de aproximacgao de Ritz e elementos finitos.

e Equagoes diferenciais de equilibrio: também conhecida como forma forte (ou local)
do problema. Pode ser usada para gerar métodos de aproximacao de diferencas
finitas ou métodos de elementos finitos de Galerkin.

7.1.2 Aplicacao as equagoes de viga de Euler-Bernoulli

Dadas as hipéteses para o campo de deslocamentos da viga de Euler-Bernoulli:

Uy = U (X3)
Uy = 0
uz = —X1 du]_

e
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de modo que o campo de deformacoes fica

00O
e=|0 00
2
00 —X\ 5
e as tensoes com v = ( ficam como
0 0O
T=1|0 0 0
2
00 —EX15H

O carregamento para esta teoria consiste em uma distribuicao de cargas transversais
sobre a linha neutra, de modo que

Vs (z3) = / " (&) de,

Escrevendo agora o principio dos trabalhos virtuais para toda a viga, temos que

/Ejétfi]‘dﬂ —/qﬁuldF =0
Q r

onde podemos escrever que

L
/ T335€33dQ — / Q6U3dX3 =0
Q 0

Substituindo os valores de tensao e deformacao, obtemos

d2u1 d2u1 L

d2u1 d26u1 L
EX?—— 0 — X5 =

L 2 2 L
du1d5u1 9
F———— | X7dAdX5 — ou1dXs =
/0 dX??dX;/Al ’ /o““ =0

L 2 2 L
du1d5u1
ELEMEO ix | gsuidXs =
/0 Yax: axz P /qu 3=0

sendo que a ultima equagao é a forma do principio dos trabalhos virtuais para a viga

de Euler-Bernoulli. Para fins ilustrativos, podemos deduzir a forma local deste principio
integrando duas vezes por partes o primeiro termo

L d2u1 d2(5u1 L
Joy A Xy =
/0 2dX§ ngd 3 /0 qoudXs =0
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/L d (EI d2u1) déus
o Jo dX3 \TPdXZ) dXs C

L2 d?u
EI SurdX.
g (s ) dmax

Os dois primelros termos devem ser anulados pelas condicoes de contorno, especifi-
cando M = FEI, fl;{% ou ‘fl‘;}“ eV =FI Zi?g ou 6u; nas extremidades da viga. Uma vez
que a equacgao dlferen(:1a1 ¢ de quarta ordem, certamente devemos ter quatro condicoes de
contorno.

Substituindo o termo sobrevivente no principio, temos

L d2 d2u I
/0 dX2 (EIQ dX2> ourdXsz — /0 qou1dX3 =0

L g2 d?uy
— | Ely—— | — q| bu1d X3 =0
/o[dX:%( 2dX§) ql e

onde o termo entre colchetes tem que se anular em todo o dominio. A equacao diferencial

da viga torna-se, portanto
d2 d2U1
— | EFhb— ) —q=0
dX%( 2dX§) !

Pudemos observar neste exemplo as grandes vantagens da dedugao das equagoes através
do método variacional. Nao somente a deducao em si é mais simples, mas o aparecimento
das condicoes de contorno de forma natural é bastante importante.

L d?uy d*6uy d?uy déuy |-
ElL,———1dX; = EI
/0 2dX2 dX2 YdX2 dX;

L

B
U4 RS sy,
0 2dx3 dX3

ou

7.1.3 Meétodo de aproximacao de Ritz

A partir do principio dos trabalhos virtuais, é possivel se aproximar uma solucao através
de uma combinacao de fungoes base. A esséncia do método é selecionar uma combinagao
linear de fungoes base a coeficientes incégnitos como uma aproximagao para o campo de
deslocamentos e dos deslocamentos virtuais, e depois resolver um sistema de equagoes
algébricas para estes coeficientes. As funcgoes base devem ser facilmente integrdveis, e
devem representar razoavelmente bem a forma da estrutura deformada. Além disto, é
conveniente escolher uma série de fungoes que seja uma base do espaco das fungoes no
dominio, para que haja a garantia de convergéncia a medida que aumentamos o nimero
de fungdes. Por esta razao, se usam normalmente as fungoes trigonométricas (séries de
senos e/ou cossenos) ou polindémios.
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Dada uma série de fungoes bases f;, onde ¢ varia entre 1 e n, aproximamos a solugao
u e a funcao teste du como

U = o f;

ou; = ﬁzfz

onde coeficientes a e 3 sao constantes escalares. O principio dos trabalhos virtuais para
vigas,

L d2U1 d26u1 L
EFly————d X5 — oudXs =
/0 2dX§ ng 3 /0 qoud X3 =0

serd, aproximado como
L d2 d2 L
/0 EIQd_X?? (i fi) X2 (8,f;) dX5 — /0 q(8;f;)dX5=0

Podemos agora colocar as constantes em evidéncia, e escrevermos

L d2fZ d2f L
Oéi/o Eldegd_X;?dX?’ﬁj —ﬁj/o q f;dX3 =0

e definirmos a matriz de rigidez

L d2f d2f
K= | EL—S-—2ldX
7 /0 2dX2dx3

e o vetor de carga

L
Pj :/ ijdXs
0

para que o principio seja escrito de forma matricial como

aKg-PB=0
ou
(aK-P)3=0
e consequentemente
Ka=P

Resolve-se o sistema algébrico para o vetor de coeficientes incégnitos a e a solugao em
termos de deslocamentos é recuperada como

Uy = Oéz‘fz'
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Como exemplo, calculamos algumas solugoes aproximadas para deflexoes em vigas.
Como um exemplo trivial, calculamos a deflexao central em uma viga bi-apoiada sub-
metida a uma forca concentrada F'. Neste caso, a solucao é simétrica e se anula nas
extremidades, e escolhemos fungoes base que representam esta caracteristica, no caso,

uma série de senos fmpares
. ([ (2t =)
up = qusin | ———x | ,

l

na qual tomaremos os trés primeiros termos.
A matriz de rigidez é neste caso montada como

v

. . 2j—1D)m
. /L o &2 sin (%x) d? sin (%x) x
—Jo 2 2 dx? s

4

!
(9 1\2(95 _ 1027 . .\ T . .\ T
Kij=(2i—-1)(25—-1) z /0 EI,sin <<2Z 1) lm) sin ((2] 1) lm) dXs

Supondo que a secao tranversal seja constante, a matriz fica como

Ky = 7;—;/01 (EI sin (?x) sin (%x)) dr = %%El

4 l 4
A 1N2(4 12T . ™ ) T _gﬂ_
Kp=(@-1"(4-1"% /0 Elsm<3l:c) Sm(3lm> dv = S TEI

4 pl 4
625
K = (6—1)*(6 — 1) 7;—4/0 Elsin (5%;) sin (5%«) dz = 77;—31_«7]
onde os termos fora da diagonal se anulam pela ortogonalidade da série de Fourier.
A matriz de rigidez é escrita como

4

™
K :l_3EI

O O
SHES
o O

625

e o vetor de carga se calcula como

: l [

B = Fsin <(2i —1) 75) — Fsin ((2@ ~1) g)

e consequentemente
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1
P=F| —1
1
A solugao aproximada se calcula por
Ku=P
ou
mp [30 0 T
u=K 'P = 0 & 0 -1
Eln* 2 625
00 = 1
2
e I8
Elr* | $!
625
e a solugao se escreve como
Fr? 2 2 S-in %rx
u:Ehr‘* [ -5 ok } sin 3T

sin 5§m

u:% <2 sin (%x) — % sin (3%:&) + 6_35 sin (5%9&))

e a deflexao no meio da viga é dada por

=g (20 (5) - g0 (55) 50 (5)

FI3
u(1/2) = 2.0818 x 10*2ﬁ

YT oET (le m)

_F (3,0 (I\’\ _ 1FP
w(l/2) = 1557 (zl 3 (5) ) = B El

FI3
1/2) = 2. 1072—
u(1/2) 0833 x 10 Vo

A solucao exata é dada por

ou seja, um erro bastante pequeno.

Mas a maior vantagem do método aparece em vigas de secao nao uniforme, ou em

carregamentos muito complexos. Quando as fungoes de base sao definidas em pequenos
segmentos de viga, temos o método dos elementos finitos.
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7.2 Exercicios

1. Deduza a equagao e condigoes de contorno da extensao de barras utilizando o PMEP.

2. Deduza a equagao e condigoes de contorno da flexao de vigas de Timoshenko uti-
lizando o PMEP.

3. Calcule a deflexao de uma placa quadrada simplesmente apoiada em todos os lados
com uma carga transversal distribuida uniformemente usando uma série dupla de
senos com 2 termos em cada diregdo. (Dym & Shames)
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Apéndice A

Revisao de Algebra Linear e
Tensores

A revisao aqui oferecida nao deve ser tomada como completa ou suficiente. O leitor deve
referir-se a textos especializados para melhor esclarecer os pontos principais. Espera-se o
conhecimento das operacoes matriciais bésicas, tais como a adi¢cao, multiplicagao, inversao
e transposicao.

Sugere-se que o leitor possa realizar as operacoes mostradas abaixos em programas de
manipulagao numérica de matrizes, tais como o Matlab e o Scilab.

A.1 Matrizes

Nota: tratamos apenas de matrizes definidas sobre o campo dos reais.
Uma matriz m X n é um conjunto retangular ordenado de mn elementos. Nés a
representaremos como

All AlZ A13 e Aln
A21 A22 A23 cee A2n
A =(4;) = Azi Az Azz ... Az,
Aml Am2 Am?) s Amn

de forma que A;; é o elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz. O indice i
pode variar entre 1 e m e o indice j entre 1 e n. Se as dimensoes m e n da matriz forem
iguais, a matriz é chamada de quadrada.

Uma matriz transposta é definida como a matriz resultante da troca das linhas por
colunas da matriz original. Desta forma, a transposta de uma matriz m X n é uma matriz
n x m. Representa-se por A7
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Por exemplo, a transposta da matriz retangular abaixo é dada por

T a d

l a b c } I
d e f ¢ f

Uma matriz quadrada A é chamada de simétrica se

A=AT

ouseja, A;; = Aj; para qualquer ¢ ou j. Uma matriz quadrada ¢ chamada de anti-simétrica
se

A=—-AT
ou seja, A;; = —Aj; para qualquer 7 ou j. Por exemplo, uma matriz simétrica
a b c
A=|b d e | =AT
c e f
e uma anti-simétrica
0 a b
A=| -a 0 c|=-AT.
—b —c O

H4& véarios exemplos de matrizes simétricas e anti-simétricas dentro da Mecéanica dos Séli-
dos; especialmente na representacao dos tensores de deformacao e de tensao.

A matriz identidade é escrita como I, e seus elementos por ¢;; (delta de Kronecker).
E uma matriz com elementos unitdrios na diagonal e zero nos termos fora da diagonal.

I:

OO =
O = O
_ O O

Usaremos o sfmbolo I indistintamente para matrizes identidade de qualquer dimensao e
ordem.

O trago de uma matriz quadrada é definido como a soma dos elementos da diagonal.
E representado por

trA = Azz
a b c
tr b d e = a+d+f
c e f
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O determinante de uma matriz quadrada de dimensao n é uma funcao escalar n-
linear, alternada (muda de sinal com a troca de linhas ou colunas) e unitdria para a
matriz identidade. E representado como det (A) ou |A|. O cilculo de um determinante
de uma matriz 3 X 3 pode ser feito pela regra de Cramer ou pelo uso do simbolo de
permutagao. A forma explicita para o determinante de uma matriz 3 x 3 é

det A = an1aasz + ai2a23a31 + a32a21013
—Q11023032 — Q22013431 — 33012021

A multiplicacao de matrizes se faz por linha da primeira matriz e por coluna da segunda
matriz.

C=AB —>Oij == Z Aszk]
k=1

A operacao nao é comutativa, o que é fécil de se notar tomando-se o produto de matrizes
retangulares, no qual o nimero de colunas da primeira matriz tem que ser igual ao nimero
de linhas da segunda matriz.

A matriz inversa A~' de uma matriz quadrada A ¢é a matriz definida por

ATTA=1

A condi¢ao necessdria e suficiente para a existéncia de uma matriz inversa é que o deter-
minante seja diferente de zero.
Uma matriz quadrada Q é dita ortogonal se ela tiver a propriedade

Q'=q’
ou seja
QQ"=Q'Q=1
e
det Q = +1 .

Utilizaremos apenas as matrizes ortogonais ditas proprias, com determinante positivo.
Estas matrizes representam rotacoes de vetores, enquanto as de determinante negativo
podem representar reflexoes de eixos. Dadas duas matrizes ortogonais Q; e Qs, o produto
Q = Q1Q; é uma matriz ortogonal.

Uma transformagao linear entre dois vetores coluna x e y é representado matricial-
mente como

Ax =y,
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e se A nao for singular,
y=A"'x.
O problema homogéneo
Ax =)\x

onde A é um escalar incégnito e x ¢ um vetor incégnito, ¢ chamado de problema de
autovalores da matriz A. Os valores de A que satizfazem esta equagao sao chamados de
autovalores da matriz A e os vetores x seus autovetores. Este problema pode ser escrito
como

(A-XI)x=0
e a condicao para que haja solugoes nao triviais para x é que

det (A—=AI) =0,
a chamada equacdo caracteristica da matriz A. Quando o determinante é expandido,
chega-se a uma equacao de enésimo grau em A, que leva a um conjunto de n solugoes.
No caso mais comum nesta disciplina, matrizes 3 X 3, a equagao caracteristica é um
polindmio ciibico em A, que possui 3 raizes ou autovalores. Estes valores sao utilizados
para determinar os autovetores da matriz utilizando a definicao do problema.
A respeito de autovalores e autovetores se observa:

e Se a matriz for simétrica, os autovalores sao necessariamente reais. Este é o caso da
maioria das matrizes que sao usadas na Mecéanica dos Sélidos.

e O miiltiplo de um autovetor é um autovetor; para fins de unicidade, costuma-se
normalizar os autovetores. Utiliza-se normalmente a norma |||, .

e Autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais.

e Se vérias raizes forem repetidas, diz-se que ha uma multiplicidade n deste autovalor,
onde n é o nimero de raizes iguais.

e Autovetores associados a autovalores iguais podem ser ortogonais ou nao; porém
eles sao base de um espago de dimensao igual a multiplicidade, um autoespaco. Este
autoespaco é ortogonal aos outros autovetores.

e Combinagoes lineares de autovetores distintos associados a um autovalor repetido
sao autovalores; para fins simplificativos, toma-se n vetores normalizados ortogonais
como base do autoespaco.



A.2. VETORES E TENSORES CARTESIANOS 115

e A matriz P formada pela justaposicao de autovetores normalizados é uma matriz
ortogonal que diagonaliza a matriz A.

P = [xMx®x®)
PPT =1
PAPT = diag (M1, Mg, As)

e Matrizes singulares apresentam alguns autovalores nulos; matrizes nao-singulares
nao podem ter autovalores nulos.

e Se todos os autovalores de uma matriz forem positivos, a matriz é dita positiva-
definida; Se todos forem negativos, negativa definida; se forem maiores ou igual
a zero, positiva-semidefinida; se forem nao nulos positivos e negativos, indefini-
da. A maioria das matrizes da Mecéanica dos Sélidos sao positivas, definidas ou
semidefinidas.

e O rank de uma matriz é definido como o nimero de autovalores nao nulos desta
matriz, e a nulidade o nimero de autovalores nulos. Se houverem autovalores nulos,
isto é, se o rank for menor que a dimensao da matriz, diz-se que hd uma deficiéncia
de rank. Se uma matriz tiver deficiéncia de rank, haverd necessidade de um nmimero
de restricoes adicionais para que ela seja inversivel, este mimero sendo a nulidade.

A.2 Vetores e tensores cartesianos

A.2.1 Vetores

Em primeiro lugar, este texto assume que o leitor estd familiarizado com os fundamentos
da algebra vetorial. Os vetores serao representados por letras latinas minisculas em
negrito; consideraremos apenas o espa¢o Euclidiano tri-dimensional dextrégiro (definido
pela regra da méao direita). As principais caracteristicas dos vetores sio (a) requer-se uma
direcdo e uma magnitude para sua completa definigao e (b) define-se uma regra de adigao,
no caso a regra do paralelogramo. Esta regra se traduz na representagao grafica da soma
de vetores como a diagonal do paralelogramo cujos lados sao formados pelos vetores a
serem somados.

O sistema de coordenadas é definido através de trés vetores unitdrios mutualmente
ortogonais e;, e, e e3, nas diregoes dos eixos coordenados. Estes vetores sao chamados de
vetores base do espaco cartesiano. Através da regra do paralelogramo, qualquer vetor a
pode ser representado como uma combinacao linear dos vetores base,

a =aie; + agses + ases
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onde as quantidades a; sdo chamadas de componentes de a neste sistema coordenado. A
magnitude a de a é calculada como

a=/a?+a3+al=

Basicamente isto significa a norma euclidiana ||-||,.
O produto escalar (ou interno) de dois vetores a e b é com magnitudes a e b e separados
por um angulo # ¢ dado por

3
E a;a; .
i=1

3
a-b=abcost = a1b; + asby + azbs = Zaibi )

=1

Em particular,

_JIsei=j5
ei'ej_{Osez';éj = 0ij

O exemplo mais comum de utilizagao do produto interno na Mecénica dos Sélidos é para
a definicao de trabalho de uma forca com um deslocamento. Este trabalho é definido
como f - u onde f é o vetor forca e u é o vetor deslocamento.

O produto vetorial (ou externo) de dois vetores dois vetores a e b ¢ com magnitudes
a e b e separados por um angulo # é um vetor cuja direcao é normal ao plano de a e b no
sentido da mao direita, e cuja magnitude é dada por absin #. Em componentes, escreve-se

€1 €2 €3
axb= a; Gao as R

by by b

onde o determinante pode ser calculado pela regra de Cramer ou pelo uso do simbolo de
permutacao

Uma utilizaggdo comum do produto externo na Mecanica dos Sélidos é a definicao do
momento de uma forca em relacao a um ponto, dado como M = x x f.

A.2.2 Mudanca de coordenadas

Um vetor é uma quantidade independente do sistema de coordenadas. Introduzindo-se
um novo sistema de coordenadas, podemos calcular as componentes do vetor neste novo
sistema, mas estas serao diferentes para cada sistema de coordenadas. Desta forma, para
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a representacao de um vetor ser completa, o sistema de coordenadas deve ser especificado;
as componentes nao podem ser dissociadas do sistema de coordenadas. Em uma repre-
sentacao de um sistema fisico, este sistema de coordenadas carrega em si as unidades da
grandeza representada, tal como unidades de posicao, forca, normal a uma darea, etc.

Se o novo sistema de coordenadas for obtido através de uma translacao do sistema
original, as novas componentes do vetor serao representadas simplesmente através de
adicao. Como exemplo, se a origem do novo sistema ocupar um vetor posicao X no
sistema original, um vetor posicao qualquer x serd representado no novo sistema como

x =x—x.

Mas a mudanca de coordenadas mais importante é quando o novo sistema é obtido
pela rotagao do sistema original. Representaremos os vetores base do novo sistema por
{e1, e2,e3}. Um vetor a representado no sistema original como

3
a = E a;e;
i=1

vai ser representado no novo sistema como

3 3
E E )
i=1 i=1

Introduzimos agora a matriz de rotacao Q. Seja o cosseno do angulo entre os vetores
/
base €] e e; representado por @);;, de forma que
Q" =€ . e;
1) 1 J

Nota-se que ();; sao os cossenos diretores dos vetores base do novo sistema de coordenadas
em relagao ao sistema original, ou também as componentes dos vetores base do novo
sistema no sistema original. Entao podemos escrever

3

e, => Qe

Jj=1

e uma vez que Q é ortogonal (QQT = I), podemos também escrever

3
— .. ,
e = E Qij€; -
i=1

As matrizes de rotagdo mais simples sdo: rotacao apenas em torno do eixo X3 (no
plano 12),

cos 65 sinfl; 0
Q3= | —sinf3 cosbs 0
0 0 1
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e as rotacoes em torno de X; e de X5 sao descritas por

10 0 cos b 0 sinf,
0 cosb, sin 64 e | 0 10
0 —sinf; cosb, —sinfy 0 cosby

Simplificando a notacao com

s; = sinb;

¢ = cosb,;

a forma geral de uma matriz de rotagao no espago pode ser escrita como

Q@ = @3Q201
_Cg S3 0 Cy 0 S92 1 0 0
= —S3 C3 0 0 1 0 0 C1 S1
0 0 1 —S9 0 Cy 0 —S1 C

C3Cy  83C1 — C3S8981 8381 + C382C1
= —83Cy (C3C1 + 838981 (381 — S389C1
—82 —C281 C2C1

E importante notar que a ordem das rotacoes afeta a rotacdo final, conclusio que qual-
quer pessoa que manobra um carro em uma garagem cheia de pilares. Neste caso estamos
tomando a primeira rotagao em torno de X, a segunda em torno de X, e a terceira em
torno de X3, o que nao é muito comum... Para se esclarecer as formas de se definir as
seqiiéncia de rotacgoes mais utilizadas, deve-se consultar um livro de Dinamica tridimen-
sional, e se pesquisar os dngulos de Fuler.

Voltando ao vetor a podemos escrevé-lo como

3 3 3 3 3 3
_ _ ! / I[N
a=Y ae;=» a;y Quei=Y Y Qyae;=) ae
7j=1 7j=1 =1 7j=1 =1 =1

e consequentemente

3
I_
a; = E Qijaj .
j=1
Similarmente,

a; = jSa;- .

Esta definicao de mudanca de coordenadas é tao importante que costuma-se definir
vetores em funcao dela. Desta forma, definimos um vetor como uma quantidade com
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magnitude e direcao que pode ser representado como um conjunto de componentes em
um sistema de coordenadas que se transforma de acordo a regra acima.
H& quantidades conhecidas como pseudo-vetores, que se transformam segundo a regra

3
= (det Q) Z Qijaj s

Jj=1

cujo exemplo mais comum é o produto externo. O determinante de Q sé pode ser -1 ou
1; para rotagoes é sempre 1, mas para reflexdes (tipo mudanca de sistema destro para
esquerdo) pode ser negativo. Pode-se evitar muita confusdo utilizando apenas sistemas
dextrégiros e matrizes de rotacao sem reflexao, cujo determinante é sempre unitdrio.

E importante ressaltar que a mudanca de coordenadas néo afeta quantidades tais como
o produto interno. Podemos verificar que

3 3 3 3

3 3 3 3 3
arb=3 abi=) > Qi Z Qriby, = Z DY QiQuidill, =) > spmaiby, = > ajb
=1

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

usando o fato de Q ser uma matriz ortogonal com a propriedade de QQ” = I. Quantidades
que nao se afetam com a mudanga de coordenadas sao chamadas de invariantes.

A.2.3 Tensores

Tensores sao uma extensao da definicdo de vetores cartesianos. Assim como um vetor
representa uma direcao em um determinado sistema de coordenadas, um tensor de segunda
ordem representa uma relacao entre duas diregoes em um sistema de coordenadas. Para
explicitar esta dependéncia de varios sistemas de coordenadas, define-se o produto diddico

a®b

como uma operagao nao comutativa entre os vetores e distributiva em relacao a multipli-
cagao por escalares. Pode-se entao definir o produto diddico por componentes como

a®b :aiei®bjej = aibjei®ej

ou seja, 9 componentes para cada uma das combinagoes diferentes de ¢ e j. Os termos
e;®e; sao os diddicos unitdrios e formam a base do espaco dos tensores de segunda ordem.
Na prética nao se costuma escrever as bases unitdrias, considerando-se implicitamente sua
existéncia.

Outro modo de se definir um tensor de segunda ordem é expressa-lo como uma relacao
linear entre dois vetores

Tv=u

onde T é o tensor, e v e u sao vetores. O modo mais facil de definir um tensor é através de
uma mudanca de coordenadas. Um vetor (também chamado de tensor de primeira ordem)



120 APENDICE A. REVISAO DE ALGEBRA LINEAR E TENSORES

muda o valor de suas componentes de acordo com a rotacao do sistema de coordenadas,
segundo a regra

onde Q ¢ uma matriz de rotagdo (ortonormal) entre o primeiro sistema e o segundo
sistema. Um tensor de segunda ordem muda suas componentes com a mudanca do sistema
de coordenadas de acordo com a regra

T'=(QQT

onde os parénteses foram introduzidos para representar que as rotacoes devem ser feitas
direcao a direcao, de forma que

3 3
Tz/] = Z Z QiijlTkl

k=1 I=1

ou
T/ — QTQT

A ordem de um tensor pode ser definida de acordo com o mimero de matrizes de
rotacao necessdrias para representd-lo em outro sistema de coordenadas. Os tensores de
segunda ordem sao usados para definir grandezas cuja defini¢ao envolve dois sistemas de
coordenadas. Por exemplo, a tensao é definida como uma forga exercida sobre uma &rea
infinitesimal, e a representacao depende das orientagoes da forca e da superficie. Por
esta razao, sua representacao ¢é feita com um tensor de segunda ordem. Outros tensores
de segunda ordem que veremos sao os tensores de deformacao. Define-se deformagao
normalmente usando-se os gradientes dos deslocamentos ou das coordenadas finais em
relacao as iniciais; desta forma temos que derivar um campo vetorial em relacao ao outro,
0 que nos obriga a usar um tensor de segunda ordem.

Da mesma forma, pode-se definir tensores de terceira e quarta ordem. Em nossos
estudos veremos um tensor de terceira ordem, representado pelo sfmbolo de permutacao,
e um tensor de quarta ordem, o tensor constitutivo (que relaciona dois tensores de segunda
ordem, a tensdo e a deformacao). A regra de transformagao para um tensor constitutivo

2

€

3 3 3 3

C’z{jkl - Z Z Z Z QimanQklepCmnop

m=1 n=1 o=1 p=1

como se poderia esperar para um tensor de quarta ordem.
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A.2.4 Multiplicagao de tensores

H4 dois tipos de multiplicagao de tensores: o produto externo (que adiciona as dimensoes)
e o produto interno (que diminui as dimensoes). O produto externo é bem facil de se
compreender dada sua similaridade com o produto externo de vetores; j& o produto interno
pode ser interpretado como uma contracao de indices.

O produto externo pode ser interpretado simplesmente como o produto diddico de dois
tensores e nao deve ser confundido com o produto externo de vetores. Por exemplo, se
temos um vetor (tensor de primeira ordem) a e um tensor de segunda ordem B, o produto
externo serd um tensor de terceira ordem dado por

C = a®B

Cz'jk = aiei®bjkej®ek :aibjkei@)ej@ek

O produto interno de tensores se faz conforme uma operagao de contragao de indices,
0s internos a operacao.

A = C-B
3

A, = Zciijkei®ek
j=1

Se contraimos dois indices simultaneamente, podemos representar esta operacao com
dois pontos:

3 3
J:AB:ZZA”B”

i=1 j=1

Esta operacao é bastante utilizada na Mecéanica dos Sélidos, uma vez que o trabalho
realizado pelas tensoes pode ser representado como uma contracao entre os tensores tensao
e deformagao:

3 3
W:/ZZUij&de:/O’isdQ
Q=1 j=1 Q

onde as medidas de tensao e deformagao sao estudadas posteriormente.

A.3 Calculo vetorial e tensorial

Apresenta-se aqui alguns resultados bédsicos de célculo vetorial e tensorial. Nao serao
apresentadas as provas ou demonstragoes.

Seja uma funcao escalar ¢ (X7, Xo, X3) e uma fungao vetorial a (X3, Xs, X3). Definimos
0s seguintes entes matemaéticos:
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e O operador V (nabla), como

(531 + eq + e3
1

0X 0X, 0X3

e o gradiente V¢,

0 0 0 0
1 ¢ + €9 ¢ + €3 ¢ = €; ¢
8X1 8X2 an aXz
que é um vetor cuja direcao é normal a superficie ¢ constante e a magnitude é a

derivada direcional de ¢ na direcao desta normal;

grad¢g = Vo =e

e o divergente V - a,

8&1 8&2 8&3 aai

d. pr— . e p—
va=V-a=ovt ot 9%, T ax,

que é um escalar;
e ¢ o rotacional (“curl”) V x a,

€1 5] €3
ota=Vxaz| g o oL | =cell
ota= T o axy axq | T Cuk®iy
Ly

ay a2 as

A.3.1 Teoremas integrais

Na Mecanica dos Sélidos, utilizamos constantemente alguns dos teoremas integrais, como
o da divergéncia (ou de Gauss, ou ainda de Gauss-Ostrogradski). Pode-se descrever de
forma simplista este teorema como

/divadQ:/a~ndF,
Q r

Oa;
q 0X; r

Este teorema ¢ também utilizado para tensores de segunda ordem,

8Aij /
o 0X; r Y

ou em Componentes

A férmula de Green é bastante utilizado em célculo variacional. Ele pode ser visto
como uma integragao por partes generalizada.

/QVQS-deQ:—/ngﬁvzwdQ—k?ggszp-ndF.



Apéndice B
Revisao de Mecanica

Neste apéndice, apresenta-se brevemente os conceitos basicos da mecénica de um sistema
de particulas. Uma revisao fica a cargo do leitor, utilizando, por exemplo o livro de
dinamica de D. Greenwood.

B.1 Dinadmica de um Sistema de particulas

Seja um sistema de n particulas, cada uma de massa m;, onde i varia entre 1 an. As forcas
aplicadas no sistema sao chamadas de forcas internas caso se manifestem de uma particula
a outra, ou forcas externas, caso provenham de uma fonte externa a estas particulas. As
forcas internas sao denotadas por f;; onde ¢ representa a particula que exerce a forca e j
a que particula na qual a forca age. Pela lei de Newton, f;; = —f}; j& que a forcas devem
ser de acao e reagao. Além disto, estas forcas devem estar na linha que conecta as duas
particulas, e f;; = 0, j4 que uma particula nao pode exercer uma forca sobre ela mesma.
As forcas externas sao denotadas por t;, onde o indice identifica a particula.
A lei de Newton pode ser escrita para cada particula como

m;X; = t; + Z f;; (sem soma em implicita.)
j=1

Para o sistema, escreve-se

n n n
i=1 i=1 j=1
onde o iltimo termo se anula. Definindo a massa total como

n
m = E m; ,
i=1

123
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o centro de massa como

n
1
X = — E m;X;
m“
i=1

e forca externa total

pode-se recuperar a forma simples da lei de Newton para o centro de massa
mX.,=t.

A conclusao mais importante é de que pode-se considerar o efeito das forcas externas sobre
o centro de massa e das forcas internas para se estudar o movimento relativo entre as
particulas. Obviamente, a Mecanica do Continuo considera de forma bem mais complexa
as interacoes entre as particulas de um corpo.

B.2 Trabalho e Energia

O trabalho total é calculado pela soma do trabalho das forcas internas e externas entre
duas configuracoes A e B:

W:i/B tz""ifw ‘dXi
i JA j=1

expressao que serd simplificada definindo um vetor posigao p, = x; — x. de cada particula
em relagao ao centro de massa. A substituigao nos leva a

B n B n

onde o primeiro termo é o trabalho das forgas externas sobre o centro de massa e o segundo
o trabalho das forcas internas e externas para os deslocamentos relativos ao centro de
massa. O primeiro termo contribui com o aumento de energia cinética do centro de massa
do sistema

e o segundo termo com a energia cinética do movimento relativo:

n 1 .
E; = Z §mip?
=1

B
A
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No caso de sistemas nos quais as forgas externas obedecem a conservacao de energia
mecénica (as forcas externas sao obtidas de uma fungao potencial envolvendo somente
a posicao do centro de massa), podemos invocar o principio de conservagao da energia
mecanica:

Ec:Tc+‘/;7

onde F, é a energia mecénica do centro de massa, 7, é a energia cinética da movimentagao
do centro de massa, e V, é a energia potencial associada a posicao do centro de massa,
tanto originadas de um campo de forcas como de um fenémeno eldstico.

No caso das forcas internas também serem conservativas, pode se escrever a conser-
vacao da energia mecéanica em sua forma comum

E=T+V.

B.3 Quantidade de movimento

B.3.1 Linear

A lei de Newton para o centro de massa pode ser integrada em um intervalo de tempo,

to to
/ tdt = / mX.dt .
t1 t1

Se analisarmos o mesmo sistema de particulas, a massa é constante, e portanto

to
/ tdt = m ().(02 — }.{cl)
t1

d ) .
t = 7 [m (Xe2 — Xe1)]

ou seja, o impulso é igual a variacao da quantidade de movimento em cada direcao. Além
disto, as forcas internas nao contribuem para o impulso total, ji que se anulam no sistema.

Entao, na auséncia de forcas externas, a quantidade de movimento é constante, resultado
que é conhecido como o Principio da conservacao da quantidade de movimento.

B.3.2 Angular

O momento de uma forca é dado pelo produto externo do vetor posicao pela forca
Mi = x; Xt; .
A quantidade de movimento angular da particula ¢ é dada pela expressao

Hi: X; X mxl
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e sua derivada temporal por
I:IZ-: X; X mX;
Pode-se tomar o produto externo na lei de Newton para uma particula como
XXt = x; X m¥X; .

Somando sobre todos os pontos do sistema, obtemos
n n
ZXiXti = in X mzxz
i=1 i=1
n
M = in X mlxz
i=1

lembrando que os momentos das forcas internas se anulam.

Na auséncia de momentos externos, a quantidade de movimento angular em cada
diregao é constante, resultado conhecido como o Principio da Conservacao da Quantidade
de Movimento Angular.

B.4 Sistemas Continuos de Particulas

A andlise de sistemas discretos de particulas pode ser aplicada com pequenas modificagoes
a sistemas continuos. Uma das possibilidades de se fazer esta passagem é através de um
procedimento de limites, possivel dentro da hipétese do meio continuo.

Utilizamos a definicao de um continuo com a distribuicao de massa especificada através
de um parametro p (x), a densidade. A massa total do corpo é dada por

m:/pdﬂ
Q

e todas as grandezas relacionadas com as particulas sao agora distribuidas no corpo. Por
exemplo, a velocidade, a aceleragao e a quantidade de movimento sao consideradas fungoes
da posic¢ao (v (x), a(x))definidas sobre o corpo.

As forcas internas podem atuar em todas as direcoes e torna-se mais fdcil definir uma
“densidade” das forcas internas, chamada tensao, que é melhor estudada dentro do texto
de Mecéanica dos Sélidos.

A forga externa aplicada é considerada de duas formas: uma distribuicao de forgas
sobre o contorno I', que denotaremos por t e uma distribuicao de forcas no volume do
corpo, denotada por b. Desta forma, a forca total atuando no corpo é dada por

F:/pbdQ+/tdF.
Q r

As forgas concentradas podem ser consideradas neste contexto através das fungoes de
singularidade § de Dirac, e de suas derivadas e integrais (como a fungao degrau unitério
de Heaviside).
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B.4.1 Conservacao da Quantidade de Movimento

Escrevemos o principio da conservacao da quantidade de movimento linear como

gi v e |
— v d§) = bdQ + [ tdl’
Dt Qp Qp r

onde pode-se notar que a quantidade de movimento se calcula com a integral substituindo
a somatoria, a densidade substituindo a massa de cada particula e a velocidade sendo
considerada uma funcao distribuida sobre o corpo.

O principio da conservagao da quantidade de movimento angular é dado similarmente
por

D
—/XvadQ:/pxxbdQ+/xxtdF
Dt Jo Q r

onde novamente é possivel comparar com o resultado para os sistemas de particulas.
Os dois principios acima podem expressar o equilibrio deste corpo, bastando considerar-
se as aceleracoes nulas.

B.4.2 Conservagao da energia
A energia cinética T' de um corpo que ocupa a regiao €2 do espago é expressa por

1
T:§/,0v-de.

Mas a energia cinética é apenas uma parte da energia total de um corpo. Definimos agora
uma densidade de energia interna e e sua integral E (que pode ser a energia potencial
eldstica ou gravitacional, ou energia térmica) e enunciamos o principio da conservagao da
energia como

L (TH+E)=W

Dt
ou seja, a taxa que o trabalho mecénico ¢é realizado no corpo ¢ igual a variagao da soma
das energias cinéticas e interna.

Este enunciado realmente nao é de grande valia; no entanto, se a energia interna é
especificada de alguma maneira, o principio torna-se bastante ttil. Por exemplo, no caso
de corpos eldsticos, a energia interna é a energia de deformacao; todo o trabalho das
forcas externas é armazenado ou em energia cinética ou em energia deformacao. No caso
de corpos estéticos, todo o trabalho das forcas externas é acumulada como energia de
deformacao.

Os principios energéticos sao ferramentas bastante poderosas na Mecénica dos Sélidos,
especialmente quando combinados com o Célculo Variacional.



